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١

  

  نھاية الدالة المعرفة بأكثر من قاعدة     

  

     قواعد إيجاد نھاية دالة عند نقطة**       
  

  : بالتعويض المباشر  فنحصل  )  ا(         نوجد د )  (            د    يجاد   *           

  

           ) (   فيكون ھو نھاية د  ح ح ح ح    g لللل ) ١               (
                                                                          

           ليس لھا وجود  ) ( فتكون نھاية د  }  ٠ { –    ح  ح  ح  حgن ن ن ن          حيث ) �(               

  :  موجودة  تحدد بإحدى الطرق التالية ) (   فتكون نھاية د    �� ()   ٣               (

   

                                  فى المرافق التحليل  ،  القسمة المطولة على العامل الصفرى  ،  الضرب   *                  

  العامل الصفرى  لحذف إذا أحتوت الدالة على جذور تربيعية                         

  

    ا    ن ن ن ن  = ) (                      فإن               د  = ) ( د  إذا كانت  *                  
  ١ – نننن

  

  

    ا         = ) ( د                                 فإن    = ) ( د  ذا كانت إ *                    
مممم – نننن

 

  

  

    الدوال المثلثية قواعد إيجاد نھاية **       

                             

   مقاسة بالتقدير الدائرى    حيث ١                           =   *           

  

  

           *       =                        ١   ،                                          =                =        

  

  

  

   نھاية الدالة المعرفة بأكثر من قاعدة**       

    ا( د : ا و فقط إذا كان إذ             لللل = ) ( د                            
+

    ا( د  ) = 
– 

     لللل=   )

  

  :  مXحظات  *     

   بحث مباشرة يلزم فى ھذه الحالة  امختلفة على يمين و يسار إذا كانت قاعدة الدالة  *       

    ا( من د كل           
+

    ا( د  ) = 
– 

                                 " إن وجدتا  " ثم المقارنة بينھما   )

  مباشرة  مباشرة فيمكن بحث نھايةا يسار أما إذا كانت قاعدة الدالة واحدة على يمين و        *

  : لبحث عن فل]  ، ب ا[ أو [  ، ب ا] إذا كانت الدالة معرفة على         *

   

   النھاية اليمنى فقط و تعتبر ھى نھاية الدالة إن وجدت ب يكتفى)  ( د )             ١          (

  

   ھى نھاية الدالة إن وجدت  اليسرى فقط و تعتبر يةالنھابيكتفى )  ( د )             �          (

  

  

 
   تمارين محلولة

  

  

    � – =  (         =                                     ( د :  ابحث وجود نھاية الدالة  د   

           

     الحلــــــــــــــــــــ

     A    د) �
+

 )                  = ( 
�

 + �   = ( ٦   

  

� (     ،  د 
– 

 )                  =  ( � 
 

 +١ –  = ) ٣  

  

  ،     A    د)– �
+

� –(  د ≠ ) 
– 

           (        B د                     )  (ليس لھا وجود  

  

  

  

                                              ٠ =                                                    عند  =) ( د :  دابحث وجود نھاية الدالة  

  

     الحلــــــــــــــــــــ

  

     A    ٠ (د
+

                                         = (  =  ٤   

    

٠ (     ،  د 
– 

      =  (                                    =                                    = ٤      

  

  

  

  ،     A    ٠ (د
+

٠ (د  ) = 
– 

 = ( ٤                  B د               ) (  =٤  

  

  

  

  

  

                                     =                ) ( د : إذا كان للدالة د 

  

  

             ككككأوجد قيمة    ٠ =  نھاية عند 

     الحلــــــــــــــــــــ

  نھـــــــا 
 ← ا 

 ن ن ن ن  
 ٠  

        
نننن
    ا     –     

نننن
      

 ٤         
مممم
    ا     – 

مممم
  

 ٤ 

        
نننن
    ا     –     

نننن
      

 ٤                                      –     ا     
 ٤ 

  نھـــــــا 
 ← ا 

  نھـــــــا 
 ← ا 

 ن ن ن ن  
 مممم 

  نھـــــــا 
 ← ا 

  نھـــــــا 
 ← ٠ 

  حا 

 

    ا   
  ب

  نھـــــــا 
 ← ٠ 

   طا

 

  نھـــــــا 
 ← ٠ 

  ا  حا 

  ب

  نھـــــــا 
 ← ٠ 

  ا  حا 

  ب

 
�

 + �          ،
  

<  – �   

� 
 

 +٣       ،  
 

  <– �   

  ـــــاـــــــــنھــ 

 ← – � 
+
 

  ـــــاـــــــــنھــ 

 ← – � 
–

  

  ـــــاـــــنھــ 

 ← ٠
+
 

) +  ١( 
٤
  – ١         

 ) + ١ – ) ١          

٥   – حا    

      حتا 
  ـاـــــــــنھــ 

 ← ٠
–

  
  ـاـــــــــنھــ 

 ← ٠
–

  
 حتا      

  حا    – ٥
         

  ـــــاــنھــ 
 ← ٤ 

  ـــــاــــــنھــ 
 ← – �   

                        ،
  

 <٠ 
) +  ١( 

٤
  – ١         

            

                        ،
  

 >٠ 
٥   – حا    

      حتا 

                        ،
  

 <٠ 
) +  ١( 

٤
  – ١         

            

                        ،
  

    حا –   كككك ٠< 

      حتا 
  نھـــــــا 

 ← ا 

  نھـــــــا 
 ← ب 
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٢

  

   A د   )  ( لھا نھاية عند = ٠       B د  )٠
+

٠(د  ) = 
– 

 (   

  

   B =                                             

  

  

   B  ٥ = كككك:       و منھا ١ – كككك = ٤   

  

        
                                                 � = عند  =                                                   ) ( د : ابحث وجود نھاية الدالة د 

        
        

        الحلــــــــــــــــــــ
        

     A    د) �
+

)                = (   – � (                      ×                    =٠  = ١  ×٠  

        

�(      ،  د     
– 

                =  (  )٤ – �   ( =  ٠                                   

        

  ،     A د    )�
+

�( د  ) =  
– 

 = ( ٠                         B د                 ) ( = ٠  

        

        
                                =     ) ( د  : ن للدالة  د كا  إذا 

  

  

                                                   مممم  ،  كككك  أوجد قيم    ١  =عند   ٨نھاية تساوى                   

        الحلــــــــــــــــــــ

                                                                                        A A A A              د               ) ( = ٨                                        BBBB   د )١
–

 = ( ٨    

        

                                 BBBB   ٣ = كككك:                                                       و منھا ٨ = ٥ + كككك  

١( د  ،                            
+

 = ( ٨           

       ،AAAA عند ٠=  المقام   = ١                                       BBBB             عند              ٠= البسط   = ١      

        BBBB  مممم:      و منھا                                            ٠  = ٥ – مممم + ٣ = �                   

        

        

        

        
  =                                                   )  ( د : ابحث وجود نھاية الدالة د 

  

  

                                               ٣ = عند  

        الحلــــــــــــــــــــ

     A    ٣( د
+

)                = (   ٥ 
٤
 –  ٤  + ��  ( = ٤٠٥  

                
٣( ،  د       

– 
 =                                     =  ( ٥ ×  )٣( 

٤
   =٤٠٥  

  

  ،     A ٣ (   د
+

٣ (د  ) =  
– 

 = ( ٤٠٥                     B د                 ) = (  ٤٠٥  

  

        
        

   =                                  ) ( د  : ن للدالة  د كا  إذا 

  

  

  كككك      أوجد قيمة ٣  =   نھاية عند       
        الحلــــــــــــــــــــ

   AAAA                      د           )   ( موجودة                            BBBB   د) ٣
+

٣ (د  ) =  
– 

(   

  

  

   BBBB     =                                        )              ٥ 
٤
   )�� +  كككك  + 

  

  

   BBBB      ٣(  × ٥( 
٤
  =  ٤٠٥ –   �� + ��   

   ٤ –  = كككك:            و منھا  

) +  ١( 
٤
  – ١         

 ) + ١ – ) ١          
  ـــــاـــــنھــ 

 ← ٠
+
 

  ـاـــــــــنھــ 

 ← ٠
–

  
 حتا      

   – كككك
  حا 
         

                        ،
  

) � –  (  حا    �> 
�

 
        – � 

٤ – �              ،  
  

 >�   

  ـــــاـــــنھــ 

 ← �
+
 

  ـــــاـــــنھــ 

 ← �
+
 

) � –  (  حا 
�

 

)     – � (
�

 

  ـاـــــــــنھــ 

 ← �
–

  

  ـاـــــــنھــ 
 ← �   

                          ،
  

 <١ 
 كككك  

�

             ٥ – م م م م  + 
        – ١ 

  ،              ٥+  ك  ك  ك  ك  
  

 >١  

  ـاـــــــنھــ 
 ← ١   

٥ 
٤
  ٣  >       عندما �� +  كككك  + 

   ٣ <           عندما 

 
٥

  –  ���  

  –  ٣  

٥ 
٤
 –  ٤  + �� عندما       <  ٣  

   ٣ <           عندما 

 
٥

  –  ���  

  –  ٣  

  ـــــاـــــنھــ 

 ← ٣
+
 

  ـاـــــــــنھــ 

 ← ٣
–

  

 
٥

  –  ���  

  –  ٣  

  ـاـــــــنھــ 
 ← ٣   

  ـاـــــــنھــ 
 ← ٣   

  ـــــاـــــنھــ 

 ← ٣
+
 

  ـاـــــــــنھــ 

 ← ٣
–

  

 
٥

  –  ���  

  –  ٣  
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٣

  

  ا تصال     

  

    إتصال دالة عند نقطة**       
  

  :  إذا تحققت الشروط الث=ثة التالية مجتمعة ا  = عند ) ( د  تكون الدالة *           

        موجودة )  ا(د  :   أى أن ا =    معرفة عند) ( د   )١               (

                                                                          

         ) ا(د  ) =  (  د           )  ٣(                                                                     لھا وجود   ) (  د            ) �(               
  

   

   :م=حظات  *                  

  : إذا لم يتحقق شرط واحد من الشروط الث=ثة السابقة فإن                         

    ا =  تكون غير متصلة عند  ) (                         د 

  

   لھا وجود) (   ،             د ا = معرفة عند  )  ( د  إذا كانت  *                  

                      

   ) ا(  د ≠)   M   )ن              د ا = الدالة غير متصلة عند                       و كانت  

  

    بجعل ا = تعريفھا عند    بإعادة ا  =                      فيمكن جعل الدالة متصلة عند  
  

   )  ا(د ) =   (         د                          

  

  

           إتصال دالة على فترة **       

  على ف إذا كانت فإن الدالة تكون متصلة [  ، ب ا ] = ف إذا كانت الدالة معرفة على *           

    نتمى لھذه الفترة عند كل نقطة تمتصلة               

  فإن الدالة تكون متصلة إذا تحققت ]  ، ب ا= [ إذا كانت الدالة معرفة على ف   *           

   [ ، ب ا] الدالة متصلة على ) ١ (:                الشروط التالية 
  

   ب             الدالة متصلة من اليسار عند) ٣      (االدالة متصلة من اليمين عند ) �(               

  م=حظات *           

  فإنھا تكون غير متصلة على [  ، ب ا]  gإذا كانت الدالة غير متصلة عند حـ  *              

                            [  ، ب ا]                   

  ��������  أو أى فترة جزئية من ��������دوال كثيرات الحدود متصلة على   *              

   ماعدا عند ��������  أو أى فترة جزئية من ��������الدوال الكسرية الجبرية متصلة على   *              

                    أصفار دالة المقام 

  ��������  أو أى فترة جزئية من ��������دالة الجيب و دالة جيب التمام متصلة على   *              

   ماعدا عند النقط ��������جزئية من   أو أى فترة ��������دالة الظل متصلة على   *              

                    =± ! �� ، ٠٠٠٠ ط ، �� % ± ط  ، �� #  ±  ط   

  

 
   تمارين محلولة

  

  

                                        =         )   ( د: ابحث إتصال الدالة  د    

  

  

              ٣ =    )�(            ١ = )   ١:   (       عند 

     الحلــــــــــــــــــــ

   )١( A د   ) (  غير معرفة عند = ١         BBBB   د ) (  عند غير متصلة = ١             

   )�( Aد    )٣( د               ، ١٠) =  ٣
+

               = (   )٣ 
 

 +١٠) =  ١  
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 ≥  – ١   

  نھــــــــــــا 

 ← �
+
 

  ـــــاـــــــنھــ 

  ← �
–

  

  ـــــاـــنھــ 

 ←٠
+
 

  ـــــاـــــنھــ 

  ←٠
–

  


 

   ،               كككك+ 
 
  <٠  

   ، 
  
   �طا      0  ≤

)٨ (لو


  

  
�  

   �طا     

)٨(لو 


  

  
�  

   �طا     

)٨(لو 
٣ 

  

  
�  

  ـــــاـــــنھــ 

  ←٠
–

  
  ـــــاـــــنھــ 

  ←٠
–

  

   �طا     

٣  لو �  

    �  

 

  ـــــاـــــنھــ 

  ←٠
–

  

   �طا     

٣    
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٦

  

  ا شتقاق     

  

  )قط على الدوال القابلة ل;شتقاق تطبق ف(  ا شتقاققواعد    **    

  
  

  "       ثابت   " كككك = ) ( د  = الدالة      إذا كانت   *         
  

د:  فإن                
 /

 ) (  "            " =صفر  
  

  

     (  =(د :    إذا كانت *         
نننن
د:         فإن   "  ح  ح  ح  حg نننن "      

 /
 ) ( = نننن 

  ١ – نننن    
   

  

  :  الحاKت المختلفة *               

  

د :       فإن           = ) ( د : إذا كانت )  ١               (
 /

 ) (=   

  
                                                                          

  :فإن     =                ) ( د : إذا كانت   )�(               

        

 د:     فإن مممم > كككك:  إذا كان   )ا             (         
 /

 ) (=   

  

  

  

  

د:      فإن مممم < كككك: إذا كان  )  ب                         (
 /

 ) (=   

        

  :     حالة خاصة                

  

� [=   ) ( د : إذا كانت                        �/ /     د : فإن
 /

 ) (=   

                            

  

   : فإن      دالتين قابلتين ل;شتقاق بالنسبة للمتغير ررررد  ،   إذا كانت  *       
  

رررر ٠د  ) =  :  رررر ٠د             (  )١(              
/

د  +  
/

    رررر ٠  

  
  

  

  ٠  ≠ )  ( ررررث                                      حي = )   (                                   )�(               

  

  

  

  

د:     فإن   حا=   ) ( د : إذا كانت   *      
 /

 ) ( =  حتا  

د:     فإن   حتا=   ) ( د : إذا كانت   *      
 /

 ) ( = – حا    

د:     فإن   طا=   ) ( د : إذا كانت   *      
 /

 ) ( = قا
�
   

د:     فإن  ) ب + ا  (حا =   ) ( د : إذا كانت   *      
 /

 ) ( =  حتا)  ا + ب  (    

د:   فإن )  ب + ا  ( حتا=   ) ( د : إذا كانت   *      
 /

 ) ( = – حا  )  ا + ب  (    

د:     فإن )  ب + ا  ( طا=   ) ( د : إذا كانت   *      
 /

 ) ( = قا
�

    )  ب + ا   (

   ، ب   ثابتان ا: حيث          

  

   ا شتقاق  قابلية **

د :  كان إذا    ا =    تكون قابلة ل;شتقاق  عند  ) (     الدالة  د  
 /

    ا( 
+

د ) = 
 /

    ا( 
– 

(   

د:   أما إذا كان      
 /

    ا( 
+

  د≠ ) 
 /

    ا( 
– 

  :حيث     ا =   فإنھا غير قابلة ل;شتقاق عند  ) 
                                    

  د       *
 /

    ا( 
+

 (  =  

  

 د        *
 /

    ا( 
– 

(  =   

  

  : م]حظات * 

 لبحث قابلية ا شتقاق يجب إيجاد د*    
 /

    ا( 
+

، د ) 
 /

    ا( 
– 

  و المقارنة بينھما  ) 

         أما إذا كانت الدالة قابلة ل;شتقاق فتشتق الدالة بإستخدام قواعد ا شتقاق مباشرة 

    فإنھا تكون متصلة ا =   قاق  عند    قابلة ل;شت) ( إذا كانت الدالة  د  *    

    و العكس غير صحيح ا =           عند  

  تكون غير قابلة ل;شتقاق    فإنھاا =     غير متصلة عند  ) (  الدالة  د إذا كانت  *    

    ا =          عند  

   : اق فى ھذه الفترةقابلية ا شتقلبحث ف]  ، ب ا[ معرفة على )  ( د إذا كانت الدالة  *    
   

  [  ، ب ا]  نبحث قابلية ا شتقاق على )١          (

    الدالة إن وجدت  ببحث المشتقة اليمنى فقط و تعتبر ھى مشتقةيكتفى) �          (

   ة الدالة إن وجدت  ببحث المشتقة اليسرى فقط و تعتبر ھى مشتقيكتفى) ٣          (

  

 نننن     –

                                
  ١ + نننن

  

 ٤ 

١ 

    
نننن

 

                                
كككك
  

 :::::::::::::::::::::     [  مممم     

                                
كككك
 

مممم  –
  

 كككك ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::     [  مممم     

 مممم

 مممم

 كككك

                                
مممم
 

كككك  –
 

  ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::     [  مممم     
  

١ 

                    
 

� ] ��/ /     

 د            
 رررر 

د
/

رررر ٠د      – رررر ٠  
/

   
رررر                                   

�
 

    )ا( د      –) ھـ  + ا  ( د
           ھـ                            

  ـــــاـــــــنھــ 

 ٠ ←ھـ   
+
 

  ـــــاـــــــنھــ 

٠ ←ھـ   
–

  

    )ا( د      –) ھـ  + ا  ( د
           ھـ                            

 ء 
    ء 

 
  

  ء 

    ء 
 
  

  ء 

    ء 
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٧

  

  لة    المشتقات العليا للدا** 

  

  : فإن   بالنسبة إلى  قابلة ل;شتقاق عدة مرات   )( د  = الدالة      إذا كانت 
  

  :   و ھى  المشتقة اlولى لھا دالة فى  *      
 /
دأو   

 /
 ) (    

  

   "   بالنسبة للمتغير معدل تغير              " أو       

  

   أو )         (             :ھى و    المشتقة الثانية لھا دالة فى  *      
 //
   

  

د  أو        
// 

 ) ( أو    

  

  أو       )     (             :  و ھى  المشتقة الثالثة لھا دالة فى  *      
 ///
   

  

  

د  أو    
 ///

 ) ( ھكذا      و ٠٠٠٠                                                              أو  

  

   ا شتقاق الضمنى** 
  

  ٠  ) =  ، (  د :  الدالة الضمنية ھى دالة على الصورة *  

        و ا شتقاق فى ھذه الحالة يسمى إشتقاق ضمنى 

   ع ع ع ع عدة مرات بالنسبة إلى  دالة قابلة ل;شتقاق  ) عععع( د  = :  إذا كانت *  

  :     فإن    مرات  بالنسبة إلى  عدةدالة قابلة ل;شتقاق  )   (رررر = عععع     ، 

  

        *               =  ×                              ،              (            )             =  

  

  : م]حظات *  

 ) ]( د  = [ :  إذا كانت *      
ن ن ن ن 
 ) ]( د  [ نننن:            =    فإن             

     ١ –نننن
 د    ×         

 /
 ) (     

  

  :  فإن  دالة قابلة ل;شتقاق بالنسبة إلى :  إذا كانت *      

 )                     ( 
ن ن ن ن 
 )  ( نننن  =         

     ١ –نننن
         ×         

  

  ن ل;شتقاق عدة مرات    دالتان قابلتا )  ( رررر =  عععع،   )  ( د  = :  إذا كانت *      

  :      فإن             بالنسبة إلى  

  

        *              =                             ×                  ،(            )             = ×   

  

  

 
   تمارين محلولة

  

  

                                     =         ) ( د :  الدالة  دابحث قابلية    

  

        ٣ = )  � (     ، ١ =   )١: (       ل;شتقاق عند كل من 

     الحلــــــــــــــــــــ

     )١  ( A    د )٤ = ٩ – ١ × ٥=    )١  

، عند        
 
   ھـ ٥  = ٤  – ٩ –) ھـ  + ١ ( ٥=    )١( د      –) ھـ  + ١  ( د:    فإن ١ > 

 

     B  د
 /

)  ١
+

                  = (              =                ٥  = ٥  

  

، عند       
 
)ھـ  + ١( =    )١( د      –) ھـ  + ١  ( د: فإن    ١ < 

�
ھـ+  ھـ �=  ٤  – ٣+  

�
  

                                                                         

     Bد  
 /

 ) ١
– 
  � ) =  ھـ + �               ( =                  ) =                   

  

  ،     A   د
 /
 ) ١

+ 
   د≠ )  

 /
 ) ١

– 
   (      B د    ) (غير قابلة ل;شتقاق عند   = ١                                   

     )�(  A    د )٦ = ٣ – ٩=    )٣  

      ، عند  
 
)ھـ  + ٣( =    )٣( د      –) ھـ  + ٣  ( د:    فإن ٣>  

�
  ٦  –) ھـ  + ٣(   –  

ھـ+  ھـ  ٥                                     =  
�

  
  

     Bد  
 /

 ) ٣
+

  ٥ = ) ھـ  + ٥              ( =                      ) =              

  

     ، عند  
 

   ھـ٥ = ٦ –) ھـ  + ١ ( ٥=    )٣( د      –) ھـ  + ٣  ( د:   فإن ٣  <
  

     Bد  
 /

 ) ٣
– 
                   = (                             =٥  = ٥  

  

  ،     A   د
 /

 ) ٣
 +

د )  =  
 /

 ) ٣
– 

(  = ٥     

      B د    ) ( غير قابلة ل;شتقاق عند  = د      ،           ٣
 /

 ) ٣
 

 =  (٥     

  

    

  ـــــاـــــــنھــ 

 ٠ ←ھـ   
+
 

 ء 
     ء                            

 
  

  ء 

     ء                            
 
  

 ء 
     ء                            

 
  

 ء 
     ء                            

 
  

        ععععء 
     ء                            

 
  

 ء 
     ء                            

 
  

 ء 
     ء                            

 
  

ء
�  

     ء                            
� 
  

  ء 

     ء                            
 
  

 ء 
     ء                            

 
  

 ء 
     ء                            

 
  

 ء 
  ء                            

        ء 
     ء                            

 
  

ء
�  

     ء                            
� 
  

  

٥ 
 
 – ١  ،      ٩ ≥ 

 
 ≥ ٣  

 
�
 –  

  
   ،      

  
<  ٣ 

  
�
 + ٣          ،  

 
  >١  

 ھـ ٥
  ـــــاـــــــنھــ  ھـ            

 ٠ ←ھـ   
+
 

  ـــــاـــــــنھــ 

 ٠ ←ھـ   
–

 
  ـــــاـــــــنھــ 

 ٠ ←ھـ   
–

 

ھـ+  ھـ �
�

  

 ھـ                                                            

  ـــــاـــــــنھــ 

 ٠ ←ھـ   
+
 

  ـــــاـــــــــنھ 

 ٠ ←ھـ   
+
 

ھـ+ ھـ ٥
�

  

 ھـ                                                            

  ـــــاـــــــنھــ 

 ٠ ←ھـ   
+
 

  ـــــاـــــــنھــ 

 ٠ ←ھـ   
+
 

 ھـ ٥
 ھـ            

  ء 

     ء                            
 
  

 ء 
     ء                            

 
     
 
  

        ء 
     ء                            

 
  

 ء 
    ء 

 
  

 ء 
    ء 

 
  

 ء 
    ء 

 
  

ء
�  

     ء
� 
  

ء
�  

     ء
� 
  

ء
٣  

     ء
٣
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٨

  

  

                                                      =) ( د :  دالدالة  إذا كانت  

  

                                                مممم   ،   ككككأوجد قيمة كل من       ١ =   عند    قابلة ل;شتقاق 

  ـــ   الحلـــــــــــــــــ

     A    د ) (  قابلة ل;شتقاق عند   = ١            B          د ) (  متصلة عند  = ١        

     B   ١ (د  ) = ١(  د
– 

١( د =  ) 
+

 (                      B   �   ك  ك  ك  ك
 

                                                كككك – ١  =  مممم+ 

              B   ك  ك  ك  ك   ٣
 

    )                                            ١           ( ١  =  مممم+ 

  

د  ،     
 /

 ) (  =   

  
  

  

  ،     A   د
 /

)  ١
+

د ) = 
 /

)  ١
– 

    (                  B   �   ك  ك  ك  ك  =�           B     ١=  ك  ك  ك  ك   

  � – =  مممم:  ينتج ) ١(     بالتعويض فى 

  

  

  

  

  

   =                                                  ) ( د : إذا كان للدالة د    

  

  

          مممم  ،   كككك:  كل من أوجد قيمة    ١ =  عند   قابلة ل;شتقاق مرتين  

     الحلــــــــــــــــــــ

  

د    
 

 ) (  =   

  

  

   A د   )  ( عند قابلة ل;شتقاق مرتين = ١               B د  )١
+

١(د  ) = 
– 

 (   

   B      ١                       (نننن  + مممم=    ١ –ك   ك   ك   ك (           
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   تطبيقات ھندسية على المشتقة ا2ولى 
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/  [

)  ١
 ،  

١
  (

  


� 

–  ١ 


� 
 –  ١ 

 ب

 ا –

١ 

 ] 
/  [

)  ١
 ،  

١
  (

 

١ 

  مممم
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١٣

  

  مارين محلولةت 

  

 أوجد النقط الواقعة على المنحنى   
� 
   +

� 
      و التى يكون عندھا المماس للمنحنى٨=  

    – ٤ = ً عموديا على المستقيم   

  الحلـــــــــــــ 
  

  �  + �   
/   =  ٠                                B          

/   =  –)                ١ (  

   ،A    ١ –=  ميل المستقيم                          B          ميل المماس)  MMMM ١) =  المستقيم  

 B             ينتج ) ١( من : = –       

: ،  من معادلة المنحنى ينتج 
� 
  =٤            B          = ± �    ،      =      �    

 B    النقط ھى  :  )� ،  – �   (   ، )– � ،  �      (   

  

 إذا كان ميل المماس للمنحنى  
� 
 =   – أوجد معادلة ھذا المماس  �� ! – يساوى   ١          

  الحلـــــــــــــ 

 A  �   
/   =  ١         B             

/   =                            ،A   
/   =  – ! ��                      

  

 B    = – ١       B        =  �                

 B معادلة المماس ھى   : + ١ = – ! ��  )   –  � (   

   ٠=     + � :      أى 

  

  أوجد معادلة كل من المماس و العمودى عليه للمنحنى  
� 
 –  �   – 

� 
  =١  

   ) ٠ ، ١(   عند النقطة 

  الحلـــــــــــــ
  

 A �  –  �  –  �  
/
 –  �  

/
 = ٠     B 

/
  =    

  

  ١  –=      ،   ميل العمودى عليه ١= ميل المماس  ) : ٠ ، ١(  ، عند النقطة 

B معادلة المماس ھى    :   =   – ١  

  ١  +   = – :  ، معادلة العمودى عليه ھى 

  

  

   

 = أوجد النقط الواقعة على المنحنى  
٣
  لمنحنى عندھا و التى يمر المماس ل   

   ) ٠ ، ٤(  بالنقطة 

  الحلـــــــــــــ  

كككك  ، ك ك ك ك ( و تحقق معادلته تكون على الصورة النقط الواقعة على المنحنى  
٣
 (        

  

  

   ،A    = 
٣

             B             ميل المماس =       

  

  

  ،
/  = ٣ 

� 
             B كككك ،  ك ك ك ك (   ميل المماس عند

٣
كككك ٣=  ) 

� 
          

  
           

  

 B              =                كككك ٣
� 

كككك �:  و منھا          
� 
  ٠ ) = ٦ –  كككك (     

  

 B       ٦  = كككك       ،        ٠  = كككك           B     ٦( ،   )   ٠ ، ٠(    النقط ھى ، ���(   

  

        � = عند النقطة      ٣ –  ‘   =   ‘المماس لمنحنى الدالة  : أثبت أن 

  و أوجد معادلة كل منھما      ١ – =  يوازى العمودى على المنحنى عند النقطة  

  الحلـــــــــــــ

   =:  فإن                          � = : عند 
� 
 – ٣      

B             
 
 = –  �  ،                        

/   =  �   – ٣                            

B              ١ =ميل المماس  

  =–  :  فإن                       ١ – = : ، عند 
� 
 – ٣      

B             
 
 = – ٤     ،                        

/   = –  �   – ٣                            

B              ١ –= ميل المماس                 B              ١=  ميل العمودى                

B             نقطة   المماس للمنحنى عند ال = �    يوازى العمودى  

       ١ – =       على المنحنى عند النقطة  

          :                  ھى � = ، معادلة المماس للمنحنى عند 

  +  �   =  – � أى            :  –    – ٠ = ٤  

           :              ھى  ١ – = ، معادلة العمودى على المنحنى عند 

 +  ٤  =  +  أى ١           :  –    + ٠  = ٣  

  

  

  

– + 

كككك
 
 – ٤ 

 

كككك
٣

 

١ 

  �   

كككك
 
 – ٤ 

 

كككك
٣

 

 –   
 +  
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١٤

  

 كككك = :  حتى يكون لمنحنين الدالتين ن ن ن ن  ، لللل ، كككك أوجد قيم 
٣
   لللل+  

 ،   = نننن 
� 
 –  و أوجد معادلته )   � ،  ١ – (  مماس مشترك عند النقطة  

  الحلـــــــــــــ 

                        ) ١(     لللل  – كككك –=  �          B           تقع عليه)  � ،  ١ –  ( A   : بالنسبة للمنحنى ا2ول 

 ،   
 كككك ٣ =   /

� 
               لللل + كككك ٣=  له  المماسميل              B                                       ل   ل   ل   ل   +  

           ١ = نننن          B     ١ + نننن=   �          B         تقع عليه )  � ،  ١ –  ( A:     بالنسبة للمنحنى الثانى 

  ،  
 نننن � =   /

 
 – ١          B              ١ – نننن � – = ميل  المماس له        

  A  ١ = نننن                             B              ٣ –=   " المماس المشترك  " ميل  المماس له   

 ، A     ١ –(  المماس مشترك عند  ، � (        B            ٣ –  =   لللل + كككك ٣          )          �    (                                                    

   �� # – = لللل ،     �� ! – = كككك: ينتج )  �(، ) ١(   بحل 

   B                 معادلة المماس المشترك ھى :  

     – �   =– ٣ )  + ٣: أى  )             ١   +   +  ٠ = ١  

    

=   المنحنيين :  أثبت أن 
� 
 ،     = ١ – ! �	 

� 
  لتعامد  متقاطعين على ا 

  )المماسات متعامدة   ( 

  الحلـــــــــــــ

B             ً نوجد نقط التقاطع بحل معادلتى المنحنيين معا                   
� 
  =١ – ! �	 

� 
    

 و منھا 
� 
  =# �
                                           B          =  ±    

 A للمنحى ا2ول   :
/   = � 

 
:  للمنحنى الثانى        ،   

/   =  –  @ �	  
 

    

  

B  عند   =    عند   ،                                 =  –                                 

  

مممم    ،    /��
 [  = ١مممم 
�
مممم    ،    /��
 [  –  =١مممم=                        

�
   =–  

  

 ، A     مممم ×  ١مممم
�
        ±=         عند ١ – =   

  B                 المنحنيين متقاطعين على التعامد  

 

  

 كككك =  الحقيقية حتى يكون المنحنيين     ن ن ن ن  ، لللل ، ككككأوجد قيم 
� 
     ، = نننن –    لللل 

� 
    

  


� #،  (         متقاطعين على التعامد  عند النقطة (   

  الحلـــــــــــــ

 A للمنحى ا2ول   :
 كككك � =   /

 
:  الثانى        ،   للمنحنى 

 نننن �  –  =   /
 

    

  

B عند            =                             B     ١مممم=    ] 
مممم   ،  كككك   /��
�
    =–   ] 
                       نننن  /��

 ،A      المنحنيين متقاطعين على التعامد عند النقطة         ) ،# �
مممم ×  ١مممم            ،                 )
�
   = – ١     

B     ] 
  ١=      ن  ن  ن  نكككك ٣  B               ١ – =  نننن  /��
 [  –  ×  كككك   /��

  ، #�
  = #�
          	� !  = نننن                 ، ١=   كككك   B                                          كككك  

  ،  #�
     ١ = ل ل ل ل  :    و منھا             
�#  ×   	� ! – ل ل ل ل  =  

     

  

دلتى المماسيين للمنحنى  أوجد معا
� 
  +

� 
  و الذى كل منھما يميل على المحور ٥=  

  �السينى الموجب بزاوية طلھا يساوى 

  الحلـــــــــــــ

A �  + �   
/   =  ٠                                B          

/  =   –)                ١(  

 ،A      المماسان يمي]ن على المحور السينى الموجب بزاوية طلھا يساوى�  

B          
/ =  �                                          B          ينتج ) ١(من     : =  –  �     

      ١ – =     ،   ١ = : ، بالتعويض فى معادلة المنحنى ينتج 

B         ١ – ، � (    ، المماس الثانى يمر بالنقطة  )  ١ ، �  –(   المماس ا2ول يمر بالنقطة(   

B         معادلة المماس ا2ول ھى  :  

     – ١  = � )   + �             (  أى :�   –   +  ٠ = ٥  

  : ، معادلة المماس الثانى ھى 

    +  ١  = � )   – �             (  أى :�   –    – ٠ = ٥  

  

  

  

  

  

  

  

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 

٣ 

]� 
�/ 

٣ 

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

  

  



                                                                           إدارة كوم أمبو التعليمية                                         موجه رياضيات                                    أحمد الشنتورى                                                                                 

   com.7yoo.shantory://http                                                                                                          المميز فى المراجعة النھائية           com.oyaho@2007shantory_a :ا ميل 

 ثالث الثانوى                                                                                                                                                                       الصف ال                                                 تكامل                             التفاضل و ال

 

١٥

  

  

 = و يمس المنحنى  ) ٤ – ، ١( الذى يمر بالنقطة أوجد معادلة المماس  
� 
 –     

  الحلـــــــــــــ 

  المنحنى يمر بھا                 B )   نننن ، كككك(  نفرض أن نقطة التماس ھى 

  

  B                كككك =  نننن
� 
  ) ١                (كككك  – 

 ، A     
/ =    � 

 
 – ١          B             ١ – كككك �= ميل المماس               

  B        لة المماس ھى  معاد :  –  ١ – كككك � = ( نننن ) (   – كككك   ( )        �(  

 ، A      ٤ – ، ١( المماس يمر بالنقطة (    B             – نننن  –  ٤ ) = � كككك – ١ ) ( ١ – كككك   (          

كككك  –  ٤ –: ينتج ) ١(  ، بالتعويض من 
� 
كككك � –  = كككك  + 

� 
           ١ –  كككك ٣+  

كككك:   أى 
� 
          ٣  =  كككك  أو           ١ –   =كككك:   و منھا ينتج      ٠ = ٣ –  كككك � – 

  ٦ =  نننن       أو         � = نننن                             :ينتج ) ١( ، بالتعويض فى 

  : ينتج أن معادلة الماس ھى ) �( ، بالتعويض فى 

   ٥   –    – ٣       أو    ٠ = ٩   +   +  ٠ = ١  

   

  – ٤ = دى للمنحنى إذا كان العمو 
� 
  يقطع المنحنى مرة أخرى ) ٣ ، ١( عند النقطة  

        كككك أوجد معادلة المماس عند النقطة  كككك عند النقطة  
  الحلـــــــــــــ

 

/ =  –  � 
 
        B         ٣ ، ١(  ميل العمودى عند النقطة = ( ! ��  

 B         معادلة العمودى ھى  :
 

 =�  – فى معادلة المنحنى ينتج           ، بالتعويض ٥ :  

  = ٤ – )  �  – ٥(  
� 

  ٠ ) = ٣ –  ) ( ٧ –  ٤(  :  و منھا         


� & = :    أى أن       ،            = ھى النقطة المعطاه  "  ٣"  

 B      
 

 =� × & �
 – ٥ = – # ��             B     كككك  ) = – # ��  ،  & �
 (    

B     ٣  = �� # – × �  –    =كككك ميل المماس عند             

 B      ھى كككك معادلة المماس عند النقطة   :  

     – & �
   =  ٣ )   +  # ��             (    أى :��   – ٤    +��  =٠  

  

  

   )� ، ١ –( أوجد مساحة المثلث المكون من محور السينات و المماس و العمودى عند النقطة 

  – ٩ =  ٤للمنحنى  
� 
   

  الحلـــــــــــــ

  

٤ 
/ =  – � 

 
      B         

/ =  – ! ��     B         ١ –(     كككك ميل المماس عند ، � = ( ! ��        

B     معادلة المماس ھى :     – �  = ! ��  )  + أى  )            ١ :  – �  +  ٠ = ٥  

  ٠  =   +    �:  أى  )            ١ +   – �  = – � )     :، معادلة المماس ھى 

  ٠  =  يجاد نقط تقاطع المماس و العمودى مع محور السينات نضع 

B     نقط تقاطع المماس و العمودى مع محور السينات ھى :   

  على الترتيب ) ٠ ، ٠(  نننن،  ) ٠ ، ٥ –(  لللل   

B  ) ك  لك  لك  لك  ل( 
 � 

  ) = – ١ – ٥ ( 
� 

 ) + ٠ – �(  

� 
  =  ] 
��/�/ =  �  ] 
��/               

 )ننننك  ك  ك  ك   (  ،
 � 

 ) = ١ – ٠( 
 � 

 ) + ٠ – �( 
 � 

 =    ] 
��/               

B المكون من محور السينات و المماس و العمودى   " نننن    ل ل ل ل ك ك ك ك  مساحة المثلث"  

  =   !��   × �  ] 
��/    ×    ] 
    وحدة مساحة ٥=   /��

  

  

 = نقطة تتحرك على المنحنى 
� 
 –  ٥ ة عند اللحظة التى   أوجد موقع ھذه النقط

  يصنع فيھا المماس و العمودى عليه مع محور السينات مثلث متساوى الساقين 

  الحلـــــــــــــ

 

/ =  � 
 
 – ٥          

B المماس و العمودى عليه يصنعان مع محور السينات مثلث متساوى الساقين و قائم الزاوية   

B     ١ ±=  مي] المماس و العمودى        B  

/  = ± ١  

B � 
 
 �                         أو      ١ =   ٥ – 

 
 – ١ –=   ٥  

B  
 
  =٣   ،    = – أو      ٦              

 
   =�    ،    = – ٦                          

B ٦ –  ،  � ( أو       )                  ٦ –  ، ٣(   النقط ھى                       (   
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١٦

  

   أوجد النقطة الواقعة على محور الصادات بحيث يصنع المماسان المرسومان منھا للمنحنى 

  = –   
� 
    و المستقيم المار بنقطة التماس مثلث متساوى ا2ض]ع   

  الحلـــــــــــــ

 

/  = –  � 
 

  )  ١ (  

 ،A     لتماس يصنعان  المماسان المرسومان من النقطة المطلوبة و المستقيم المار بنقطة ا  

   مثلث متساوى ا2ض]ع  

  

  B     ٦٠  فھما يصنعان مع المحور السينى الموجب زاويتين قياسيھما  ،  ْ ���ْ   

  B   

/ =  ±  ] 
��/  

 :   عندما 

/ =    ] 
��/             B  ينتج  ) ١( من :–  �   =  ] 
��/        

  

  B     = –                        B   ينتج  من معادلة المنحنى :    = – # �
     

 :   عندما 

/ =  –   ] 
��/         B  ينتج  ) ١( من :–  �   = –   ] 
��/        

  

  B     =                     B   من معادلة المنحنى  ينتج :    = – # �
     

 B   النقط ھى   )  :–   ،         – # �
     (  ، )  ،         – # �
   (  

  

     ٤  حتا –   � حا =   أوجد معادلتى المماس و العمودى عليه للمنحنى  

        طططط      
� ! =   عند 
  الحلـــــــــــــ

    � =  طططط  حتا –         طططط ��!  حا =   : فإن                         طططط      
� ! =  عند 

  B   النقطة ھى    )  :!�
    )� ،      طططط      

 ،  A      

     ٤  حتا ٤+    �  حتا �  = /

  B     صفر  =  طططط حتا ٤ +         طططط ��!  حتا �=  ميل المماس  

  B     معادلة المماس ھى   :   –  � = معادلة العمودى ھى ٠   ،     : – ! �
  ٠=         طططط      

  

  

  افة و المس،  مممم  ٣٠إرتفاع كل منھما          ،          علق سلك كھربائى بين حاملين رأسيين  

  ًا2فقى  بحيث يصنع السلك شك] لدالة تربيعية فإذا ربط الحامل  فى نفس المستوى مممم  ٣٦بينھما 

  

    ككككالطرف ا}خر عند  ، و ربط اًمشدود عموديا على منحنى السلك الكھربائى عند         بسلك 

    أوجدمممم  ١٨عن سطح ا2رض  ، ب ، ء على إستقامة واحدة و كان أقل إرتفاع لسلك الكھرباء 

  

  ن ن ن ن          فى نقطة  ا           طول          ، و إذا قطع المماس عند 

        نننن ب و ا أوجد مساحة شبه المنحرف 
  الحلـــــــــــــ

 ) عععع+   ( لللل = : نفرض أن الدالة التربيعية ھى 
� 

        رررر+ 
 ،A      مممم  ١٨= أقل إرتفاع للسلك الكھربائى  
B  ١٨  = رررر     ،    ٠ = عععع     

B   = لللل 
�
  +١    (١٨ (  

 ،A      مممم  ٣٠إرتفاع الحاملين        
B   ينتج ) ١(   بالتعويض فى  )  ٣٠ ، ١٨ = ( ا :  

  � ��� ! = لللل:                         و منھا ١٨ + ١٨ × ١٨ × لللل = ٣٠ 

B   = ! ��� � 
�
  +١٨                               B   

/ =  @ ��� �   


� # –=  ميل العمودى B    	� $ = ١٨ ×  � ���@= يكون ميل المماس  )     ٣٠ ، ١٨ = ( ا، عند      

B ھى ا معادلة المماس عند :  – ٣٠  = $�	  ) – ٤: أى  )   ١٨  – ٣  – ٠ = ١٨  

        مممم  ٦ = نننن   و B            ٦  = :     ينتج ٠  =  ، عند 
B ھى ا معادلة العمودى عند  :  

     – ٣٠ = – # �
  )   – ٣: أى  )             ١٨   +٤   – ٠ = ١٧٤  

        مممم  ٥٨ = كككك   و B            ٥٨ = :     ينتج ٠ =  ، عند 

B ١٨ = ٣٦ × �� !=  ب ء �� != و ب : 2ن  "   مممم  ٤٠ =  ١٨ – ٥٨ = كككك   ب"   

  " تساويين ھـ نقطة رأس منحنى الدالة التربيعية ، الحاملين على إرتفاعين م: �حظ أن   " 

  و ب × )  ب ا + ننننو (  × ��!=   نننن ب و امساحة شبه المنحرف 

مممم ���=  ١٨×  ) ٣٠ + ٦(  × ��!=                                            
�

  

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

]� 
�/ 
� 

 حـ ء  با 

 

  با 

 حـ ء

 

  بكككك

    كككك

 ا

 ب

 حـ

 ء

 ھـ

 و

□ 
    نننن
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١٧

  
   المعد4ت الزمنية المرتبطة

  

   بالنسبة إلى            ھو معدل تغير   : فإن )   ) = : إذا كانت   * 

  

          ٠٠٠٠  ، عععع ،  ، : مثل إذا وجدت عEقة بين عدة متغيرات  * 

  :  لمتغيرات عEقة بين المعد4ت الزمنية لھذه ا  تنتج  نننن  بإشتقاق ھذه العEقة بالنسبة للزمن     

         

                   ،            ؛                   

           

  : فإن  ) نننن ( رررر=    ،  )  ) = : إذا كان  * 

  

          =                ٠     

  

  :   خطوات حل مسائل المعد4ت الزمنية*  

 تحديد المعطى والمطلوب مع الرسم إن أمكن  •

 ة رياضية تربط بين المتغيرات في المعطى والمطلوب  عEقإيجاد •

 اشتقاق طرفي العEقة بالنسبة للزمن  •

  المطلوب  يجادالتعويض بالمعطى  •

               

  :مEحظات *  

 }يتمدد  ، يبتعد ، يصب ماء : ًمثE   { موجبة إشارته تكون يزدادإذا كان معدل التغير  *

 }يتسرب  ، يقترب ، ينزلق : ًمثE  { سالبة إشارتهكون  تيتناقصإذا كان معدل التغير  *

       ، تشابه فيثاغورثمحيط ، مساحة ، حجم ، نظرية { العEقة الرياضية يمكن أن تكون   *

 }. . .  مثلثات ، أو عEقة معطاة في السؤال     

   العEقةبعد اشتقاق يكون بالمعطىالتعويض  *     

                                        

  

  

  

  

  

  

  

  مارين محلولةت 

  

  على المنحنى تتحرك نقطة 
٣
  +

 
  + 

٣
  إحداثيھا الصادى  زايدبحيث يت  ٥ =  

   ) ١ – ،  �(  ث أوجد معدل تغير إحداثيھا السينى عند النقطة /   وحدة � بمعدل 

   الحلـــــــــــــ 
  

  ٣ 
� 

       +     +         
 

+           ٣ 
� 
          =  ٠          

                          

  

   ،A         =   � ١ – ،  �(      عند(   

  

 B             ��          +  ث/  وحدة  ��!�� (  –:           =    و منھا ٠ = ٦    +         –  ٤  

  

تتحرك نقطة على المنحنى  
 

  =٥  –  
٣
  لصادى  إحداثيھا اناقصبحيث يت    

   ٣  = أوجد معدل تغير ميل المنحنى بالنسبة للزمن عند ث /  وحدة  �� !  بمعدل

   الحلـــــــــــــ 
  

 =              ٣  –           ٥ 
� 

                      ،A        =    – ! ��   عند = ٣  

  

 B             – ! ��  =  ث/  وحدة  � ��� !  :           =و منھا                              �� –         ٥  

  

  ،A            =  ٣ – ٥ 
� 

          

  

 ،              )  (        (        )          =         = – ٦   ×             
  

  B                 معدل تغير ميل المنحنى بالنسبة للزمن عند ) = ٣  × ٦ –=  )  ٣  × –  ! ��� �    

   ث/ وحدة   � ��� )  –=                                                                               

  

تتحرك نقطة على المنحنى  
� 

  + 
� 
   عين موضع النقطة عند اللحظة التى يتساوى    ٨=  

  لصادى بالنسبة للزمنفيھا معدل تغير إحداثيھا السينى بالنسبة للزمن مع معدل تغير إحداثيھا ا

  الحلـــــــــــــ

�  +         �  =         ٠        ،A                               = B            =  –    

   

: بالتعويض فى معادلة المنحنى ينتج 
� 
  �  –  =   = �      B          :          و منھا ٤=  

   ) � – ، �( أو   )  � ، � –: ( النقطة ھى         =  – �      B           =   �          B: أو 

 ء 

  ء 

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
 ععععء 
        ننننء 

 ء 

  ء 

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 

 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 

 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 

 ء 

  ء 

 ء

         ن ن ن نء 
  ء

  ء 

 ء 

  ء 

  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

  ء 

 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
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١٨

  

    سم  و كان طول الضلع ٦  سم ،  ٨إذا كان طو4 ضلعى القائمة فى مثلث قائم الزاوية ھما 

  :دقيقة أوجد /   سم ١دقيقة و طول الضلع الثانى يتزايد بمعدل /  سم  �� !اrول يتناقص بمعدل 

  دم الزيادة ع ،  الزمن الذى بعده تنئق دقا٣ل تزايد مساحة المثلث بعد معد

  الحلـــــــــــــ 

  دقيقة ن ن ن ن بعد :  من الشكل المقابل 

        نننن+   ٦=       ،     ب ھـ  ن ن ن ن   �� !  – ٨=  ب ء 

   )     نننن +  ٦ ) ( ن ن ن ن   �� !  – ٨ (  �� ! " = مممم) " ء ب ھـ   W( مـ  

 B            نننن  �� !  – ن ن ن ن  ٥ + ٤٨ ( �� !   =مممم
�

(    

نننن   –  ٥ (  �� !=    ،        
 

 (    

  دقيقة    /    سم ١ ) = ٣  –  ٥ (  ��!  :          = يكون  دقائق٣ بعد 

  

نننن   –  ٥:   عندما "   تنعدم  " ٠= ،            
 

 =٠          B  نننن
 

   دقائق ٥= 

  

  تنكمش بإنتظام فينكمش طولھا فى   طول قطرھا �� $ صفيحة مستطيلة الشكل طولھا يساوى 

  سم٣٠ث و تنكمش مساحتھا فى نفس اللحظة بمعدل /   سم ١٠بمعدل لحظة   
�

  ث أوجد  / 

  فى ھذه اللحظة مساحتھا  

  الحلـــــــــــــ 

  سم    �� %=  ،   طول القطر       سم=  نفرض أن الطول 

 B         العرض = # ��   سم  

  ×  # ��    =  # ��   " = مممم"  ، المساحة 
�
     

 B                              =       #��          

  

 B             – ٣٠   =#��    ×  )– و منھا  )    ١٠     :  = � سم    

 B         سم  �� # =العرض   سم     ،    � =  الطول  

 B         سم  ٣ =  �� #   ×�=  مساحة الصفيحة
�
    

  

  حل آخر 

         سم ٣ = العرض     B       سم ٥=  القطر     B       سم ٤= الطول : نفرض أن 

B     =            ١٠ –         =  ٤           B      =           –  % ��         B            مممم =  �� 
�
     

B                             =       ��                B             – ٣٠   =��   × )–  % ��      ( و منھا  :  = ! ��  سم  

  

B     سم � =  الطول                                                              B     سم  ��#=   العرض     B         سم  ٣ =  �� #   ×�=  مساحة الصفيحة
�
    

  

  سم٨مستطيل مساحته ثابتة و تساوى 
�

    سم فى الثانية كم يكون عرض ٤,٠ يزداد طوله بمعدل 

    سم فى الثانية٠٥,٠المستطيل عند اللحظة التى يكون معدل تناقص ھذا العرض 

  الحلـــــــــــــ

  سم     =   العرض       ،                    سم= نفرض أن الطول 

  

B             =٨                              B                   =  

  

B          =           –                               B          =              – ×          ٤,٠    

    

:  و منھا 
� 

 = ٦٤       B              =٨        B              =سم ١    

  

  و عندما كان البالون على إرتفاع  ث  / مممم  ١٥ًيرتفع بالون رأسيأ rعلى بسرعة ثابتة مقدارھا  

  مرت تحته مباشرة سيارة و واصلت سيرھا فى خط مستقيم بسرعة ثابتة مقدارھا   م م م م ٩٠

  أوجد المعدل الذى تزداد به المسافة بين السيارة و البالون بعد ثانيتين من مرور ث   / مممم �� 

  لسيارة تحت البالون ا

  الحلـــــــــــــ

  مممم ) = (     ،      ب حـ مممم )   + ٩٠= (  ب ا: من الشكل المقابل  
  مممم  ٥٠ =  �� × � =     ،   مممم  ٣٠ = ١٥ × �  = : ، بعد ثانيتين  

     B            م                   م                   م                   م                     ٥٠=     ،   ب حـ    م   م   م   م���    =  ب ا         B  مممم  ١٣٠ =  ف  ف  ف  ف    

 ف ف ف ف، 
�

   =
�

 ) + ٩٠ + ( 
�     

  

B � فففف         = �         +   �  )٩٠ +   (  ×١ ×   

  

    B  �  ×١٥ ×  ١×             ��� × � + ٥٠ × �=  ×           ١٣٠  

  ث   / مممم  �� � ��� ^:         = و منھا  

        ممممء 
         ن ن ن نء 

  ا

 ب

 ء حـ

 ھـ

□ 

        ممممء 
         ن ن ن نء 

        ممممء 
         ن ن ن نء 

□ 
 

 

 $ ��   

        ممممء 
         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 

   ٨  

  
 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
   ٨  


�

  

 ء 

         ن ن ن نء 
   ٨  


�

  

  ٤ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن ن ء

        ممممء 
         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 

 ا

 حـ ب

 ء

□ 

٠ 

 

 فففف    

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 
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١٩

  

  

  

   كم فوق محطة رادار بعد وقت قصير٤ تمر طائرة تطير موازية لسطح اrرض على إرتفاع 
  كم و أن المسافة بين ٥أظھرت أجھزة الرادار أن المسافة بين الطائرة و المحطة تساوى 

  أوجد السرعة اrفقية التى تتحرك بھا الطائرة   /  كم ٣٠٠و المحطة تزيد بمعدل الطائرة 

  عند ھذه اللحظة 

  الحلـــــــــــــ 

: من الشكل المقابل  
�

  = 
�

  – ١٦   

  ٣ =  :     فإن                            ٥ = :  عندما 

  

 ، AAAA  �        =     �                  B         ٣٠٠ × ٥          = ٣  

  

 B         =             كم ٥٠٠   / "    فقية للطائرةrالسرعة ا"  

   

  /   كم ��ًأبحرت سفينة من ميناء الساعة التاسعة صباحا متجه نحو الغرب  بسرعة  

                   فى إتجاه   / كم   ٤٠ أبحرت سفينة أخرى من نفس الميناء بسرعة عد ساعة و ب  

  ً صباحا١١ ْ شمال الغرب أوجد معدل التباعد بين السفينتين الساعة ٦٠ 

  الحلـــــــــــــ  

  : من الشكل المقابل  

    كم فى أى لحظة نفرض أن السفينة اrولى تكون على بعد   

  كم منه   ، و السفينة الثانية عل بعد  ) و ( ميناء  من ال

    كم فففف ، المسافة بينھما  

  B                        فففف
�

  = 
�

  + 
�

  – �     ٦٠حتا ْ  =
�

  + 
�

  –     )  ١(  

  

                  +�            –            –  �     =       فففف �  ،  

       

 B � فففف        =       +            )                                                     �(  

        

    كم٤٠ = ١ × ٤٠ =    كم   ،  ٤٠ = � × ��  =  : الحادية عشر   عند الساعة 

فففف) : ١( ، من 
�

  = ١٦٠٠ = ١٦٠٠ – ١٦٠٠ +١٦٠٠       B                        كم ٤٠  = فففف     
  

B             كم    ٣٠:          =       و منھا ٤٠ × ٤٠ + �� × ٤٠          = ٨٠ ) : �(من /    

  

  ً فى خط مستقيم متجھا نحو قاعدة مصباح يرتفع د/     مممم  ٤  سم يسير بسرعة ١٧٠ رجل طوله 

    سم أوجد معدل تغير طول ظل الرجل ، معدل تغير بعد رأس  ٦٨٠ عن سطح اrرض بمقدار 

    سم من قاعدة المصباح  ٦٨٠ بعد  الرجل عن المصباح عندما يكون الرجل على

  

  الحلـــــــــــــ  

  طول الرجل = إرتفاع المصباح  ،  ء ھـ =  ب ا:  فى الشكل المقابل 
 ،   = المسافة التى تحركھا الرجل ، = ب ء  = طول ظل الرجل= ء حـ  

  بعد رأس الرجل عن المصباح =  ب ا  = فففف ، 

  شابھين   ب حـ ، ھـ ء حـ   متا ، المثلثين 
  

 B         =                 ) ��*��^�� =  $ ��                 B              + = ٤      
  

  B              =٣                  B =          ٣                   B =          –$ ��  د/     مممم                

فففف:   و ھـ ا ، من المثلث 
�

  = 
�

 )  + ٥١٠( 
�

   "٥١٠ = ١٧٠ – ٦٨٠ = و ا: rن       " 

  

                 �     =       فففف �          ،   ٨٥٠  = فففف:      فإن ٦٨٠ =  :  ، عندما 

  

 B          د/     مممم ��� – :          =         و منھا  )٤ –  ( ×٦٨٠         = ٥٨٠                

  

   ث من /   أمتار ٥ أعلي بسرعة   مترا أعEه مصباح قذفت كرة رأسيا إلي١٥عمود إنارة طوله  

  أوجد معدل ابتعاد الكرة علي اrرض من قاعدة العامود عند  مترا من قاعدة العامود �� مسافة 

  منتصف الثانية اrولى  

  الحلــــــــــــــــــــــــ

 AAAA  نننن ء   �� !  –ن   ن   ن   ن    ٠عععع  = فففف
�      BBBB  نننن   ×٨,٩×   ��!   –  نننن ٥=    فففف

�        

        BBBB             =نننن ٨,٩  – ٥                                                BBBB  مممم  �,���=  فففف :فإن   �� !   =نننن :عند        

 BBBB             =د/ مممم  ١,٠=    �� !  ×٨,٩  – ٥ 

    

   ب حـ ، ھـ ء حـ   متشابھين  االمثلثين :   من الشكل 
  

  BBBB     =                                      
  

  المسافة التى تحركتھا الكرة = ء ھـ   =  فففف، العمود بعد الكرة عن قاعدة = ب حـ  = : حيث  

  

  BBBB  ١٥  –  فففف    =١٨٠         أى أن  :   =   

  
  BBBB    =                              =              تقريبا٠٩,٠       ً     

□ 

٤ 

 

 

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 

  – �� 

      

 

    فففف
١٥ 

 )فففف – ١٥( 
�   

 ١٨٠ 
 ففففء 
 ننننء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

   فففف  – ١٥   

 

 ١٨٠ 

 ء 

         ن ن ن نء 

٦٠ْ  

 

 فففف 

 حـ و

 ھـ

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

 

 مممم  ١٥
    فففف

 ا

 ء حـ ب

 ھـ

 +   

      

  ء  

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 

    

    فففف
 ا

 ء حـ ب

 و ھـ

 د/     مممم  ٤  –

  ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 
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٢٠

   

  

  يزيد عن عرضه   تتمدد قطعة من المعدن علي ھيئة متوازي مستطيEت طول ضلع قاعدته
  سم  و ارتفاعھا ثEثة أمثال عرضه بالتسخين بحيث تظل أبعادھا محتفظة بھذه النسبة    �  

 سم٦,٠فإذا كان الحجم يزداد بمعدل   
٣

  دقيقة /    سم ٠١,٠دقيقة عندما يزداد العرض بمعدل  / 

  فأوجد أبعاد قطعة المعدن 

  

  الحلــــــــــــــــ
  

     سم =  عرض القاعدة : نفرض أن  

        BBBB طول القاعدة   = + � ٣=    سم                   ،  ا رتفاع    سم     

        BBBB  حححح =   ×   ) + �  ( ×٣      = ٣  
٣

 + ٦ 
�
   

        BBBB  =               ٩ 
�
              ×   +��  ×   

  

        BBBB  ٩ =  (  ٦,٠ 
�
   +��  (   ×٠١,٠           BBBB  ٩ =   ٦٠ 

�
   + ��    

        BBBB   ٣ 
�

    +��  – ��  =٠                        BBBB  )   – �  ) ( ٣   + ٠ ) = ١٠      

        BBBB    = �                  ، =  –   ) ��!مرفوض�      

        BBBB بعاد ھىrسم ٦    ،   ٤      ،    �:      ا        

  

  ه حـ على حائط رأسى  على أرض أفقية و بإحدى نقطابطرفه      مممم  ١٠ ب طوله ا يستند قضيب 

أوجد معدل ھبوط   د/     مممم  �,�  ً مبتعدا عن الحائط بمعدلا ، إذا أنزلق الطرف     مممم  ٦ إرتفاعه 

   الطرف ب عندما يصل إلى حافة الحائط

  الحلــــــــــــــــ

  عن الحائط ًمبتعدا  االمسافة التى تحركھا الطرف =  ء ا = :  فى الشكل المقابل  

  فففف  – ١٠=  حـ ا  ، ب  المسافة التى تحركھا الطرف =ب حـ   =  فففف ، 

 )فففف  – ١٠: (  ء حـ ا من المثلث 
�

   = 
٢
   +٣٦        

  ٨ = BBBB    ٠ = فففف:  عندما يصل القضيب إلى حافة الحائط  فإن 
  

     �=   )          فففف  – ١٠ ( � ، 

  

        BBBB  � × د/     مممم  �,�  –:         =  ھا            و من  �,� ×  ٨ × �   =         – ×  ١٠         

  

  

  

    أعلى منحدر يميل على اrفقى بزاويةد/     مممم  ٦  سم بسرعة منتظمة  ١٧٠طوله يصعد رجل 

   المستوى اrفقى فوق      مممم     ١١ �� !و ھناك مصباح مثبت على إرتفاع      مممم ��  و طوله  � ��� &ظلھا  

  نحدر أوجد معدل إنكماش طول ظل الرجل ، معدل ًالمار بقاعدة المنحدر رأسيا فوق أعلى نقطة للم

  إقتراب نھاية ظل الرجل من أعلى نقطة للمنحدر 

  الحلــــــــــــــــ

  إرتفاع المصباح =  ب اإرتفاع المنحدر  ،   = لللل: فى الشكل المقابل 

 ،  = بعد الرجل عن قمة المنحدر ، = ب حـ =  طول ظل الرجل= حـ و  

  ب و   ،  ھـ زاوي ميل المنحدر على اrفقى = فففف: رجل نھاية ظل ال) و ( ، 

AAAA مممم ��=  ، طول المنحدر   � ��� &=  طا ھـ           BBBB  مممم  ٧ = لللل       

BBBB  مممم  �,��=      مممم       ٤ ��!=        ٧  –     ١١ �� !=  ب ا  
  

AAAA  ب و ، ء حـ و متشابھين     ا المثلثين BBBB =                    % ��@��$��  = % ��  
  

BBBB   �  + �   =٥                   BBBB  �  = ٣    

  

BBBB            �           =٣  ،                               AAAA =          ٦               BBBB =          د/     مممم  ٤         

  

 ،AAAA     فففف  =   +                       BBBB                                                                         =          +          =   د/     مممم  ١٠ = ٤ + ٦         

  

ًيرفع رجل دلوا مملؤا    فوق رأسه بواسطة حبل طوله     مممم  ٨على إرتفاع   باrسمنت إلى سقالة ً

  ً يمر على بكرة ملساء مثبتة فى السقالة و كان الرجل يحفظ الطرف الخالص للحبل أفقيا      مممم  ١٧

 بھا الدلو عندما  د أوجد السرعة التى يرتفع/    مممم  ٤ًفى مستوى رأسه و يمشى أفقيا بسرعة 
       مممم  ٦يمشى الرجل 

  الحلــــــــــــــــ

                     عععع  –  ٨ = BBBB              ٨ = +  ع ع ع ع :  فى الشكل المقابل 

                    ١٧ = فففف +  عععع  –  ٨   BBBB                                 ١٧ = + ف ف ف ف ،  

BBBB  ٩ + عععع = فففف                         ،   AAAA       )٩ + عععع( 
�
    =

�
 + ١(   ٦٤ (  

           

BBBB  �  ) ٩ + عععع    ( 
 

 =     �  )           � (  

   

   ٤             = AAAA       ،  ١ = عععع: ) ١(  من BBBB     ٦ = : عند 
  

BBBB د  /     مممم  �,�) :             =  �( من  

  

  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
        ححححء 
         ن ن ن نء 

 ا

 ب

 حـ

 ء

 فففف

  ء  

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

 لللل

 ا

 ب

 حـ

 ء

 ھـ

 و

 +   

      

 

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

 
 فففف

 

● 

■ 

 عععع

  ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 
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٢١

  

    فإذا كان معدل دخول    مممم  ١٨   و إرتفاعه    مممم  ١٠ برميل أسطوانى الشكل طول نصف قطره 

  

مممم البترول فى البرميل                 
٣

   إرتفاع البترول عند أى لحظة أوجد معدلللللحيث د  / 

  

   البترول عندما يمتلئ نصف البرميل  إرتفاع

  الحلــــــــــــــــ 

 AAAAح  ح  ح  ح   = tttt �
�
�
�

�
       tttt ١٠٠          =  BBBB              ل ل ل ل tttt ١٠٠ = لللل 

      

 BBBB      =             ١٠٠ tttt                       BBBB =            

  

      ٩   = �!�� * =  لللل:  يكون يمتلئ نصف البرميل ، عندما 

  

 BBBB =              =              

  
  

  د ، شاھد قارب  /     مممم  ٣ بسرعة منتظمة     مممم �� يعبر رجل كوبرى يعلو سطح الماء بمقدار  

   فى اللحظة التى كان فيھا د  /     مممم  ٦الكوبرى بسرعة منتظمة فى إتجاه عمودى على  يسير 

   دقائق  من اللحظة التى٦ً تحته تماما أوجد المعدل الذى يبتعد به كل منھما عن ا�خر بعد 

   كانا فيھا على خط رأسى واحد 

  الحلــــــــــــــــ

  :  من الشكل المقابل 

   البعد بين الرجل و القارب فففف            

 ،  المسافة التى تحركھا الرجل    

 ، المسافة التى تحركھا القرب    

فففف 
�

  = 
�

  + 
�

 + ١    (١٤٤ (  

  

 BBBB  � فففف          = �  +         �            )           �(  

  

 ، AAAA  =           دقائق ٦             و بعد ٦=     ،           ٣  :  

  

    =  مممم  ١٨   ،    = مممم  ٣٦        BBBB             مممم  �� =  فففف ) : ١(من  
  

   ٦ × ٣٦ × � + ٣ × ١٨ × �    =       �� × �) : �( ، من 

  

  BBBB  =            % ��$�    د   /     مممم  

  

  

   )(   سم و قياس الزاوية بينھما يساوى ١٠من ساقيه مثلث متساوى الساقين طول كل 
 ْ ٦٠=   )( أوجد معدل تغير مساحة المثلث   ْ فى الدقيقة ٣بمعدل )  (  فإذا تغير 

  الحلــــــــــــــــ

  حا  × ٦ × ٦ × �� !) = م  م  م  م  (  مساحة المثلث 

  

BBBB   حا ١٨ = مممم    ،        =    حتا١٨     ×   

  

 ،AAAA         =    عندما   ْ        ،  ٣ =  ٦٠ْ   

  

BBBB   =           ٨١ = ٣ ×  �� !  × ٥٤  =  ٣×  ْ ٦٠ حتا ١٨    

  
  

 سمكانت إذا 
�

   و علم أن مساحة سطح مثلث متساوى الساقين و قائم الزاوية  ھى 
  

 سم��      =   
�

      سم ٨= عند اللحظة التى كان عندھا طول كل من ساقى المثلث  ث  / 

  

  أوجد معدل تغير محيط ھذا المثلث

  الحلــــــــــــــــ

    سم = طول كل من ساقى المثلث نفرض أن 

BBBB   =  ! �� 
�

  
  

BBBB  =                             BBBB                        =         )                     ١(  

  

 ،AAAA  طول وتر المثلث   = ]  ���/     
  

 BBBB         ح ح ح ح (  محيطه( )  =  �  +  ] ���/ (    ،      )  =          �  +  ] ���/(    

  

  :   سم   فإن ٨  = و عندما  )  ١(بالتعويض من 

  

  ث/ سم   )  /��� [  +  � (  ٤  =   ��  × �� !×   ) /��� [  +  �           =  (  

  

١٠٠٠  

  ١ + لللل

  ححححء 
         ن ن ن نء 

  للللء 
         ن ن ن نء 

  للللء 
         ن ن ن نء 

١٠٠٠  

  ١ + لللل

  للللء 
         ن ن ن نء 

١٠  

tttt ) ١ + لللل ( 

  للللء 
         ن ن ن نء 

١٠  

١٠ tttt  

١  

tttt  

  ء 

         ن ن ن نء 
 ء 

         ن ن ن نء 
  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

  ففففء 
         ن ن ن نء 

 ا

 ب

 حـ

 و

 فففف

 

   ء         

 

��   
 

 

  ممممء 
         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 

  ممممء 
         ن ن ن نء 

 ء 

         ن ن ن نء 

 

 

□ 

 ]  ���/ 

 ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
  ء 

         ن ن ن نء 
   ١  

  
 ء 

         ن ن ن نء 

 ححححء 
         ن ن ن نء 

  ء 

         ن ن ن نء 

 ححححء 
         ن ن ن نء 
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٢٢

  

  سلوك الدالة و رسم منحانھا 

  

  : تزايد و تناقص الدوال *

  : الدالة المتزايدة * 

  ) �( د <  )  ١( د : إذا كان [  ، ب ا ]متزايدة على  ) (     يقال أن الدالة د 

   فى ھذه الفترة  � <   ١    لكل  

  : الدالة المتناقصة *

  ) �( د >  )  ١( د : إذا كان [ ، ب  ا ] متزايدة على ) ( يقال أن الدالة د     

  فى ھذه الفترة  �   < ١    لكل  

  : الدالة المطردة التزايد *

  ) � (  د ≤)  ١( د : إذا كان [ ، ب  ا ]متزايدة على  ) (     يقال أن الدالة د 

  فى ھذه الفترة  �   < ١    لكل  

  : الدالة المطردة التناقص *

  ) � (  د ≥)  ١( د : إذا كان [ ، ب  ا ]متزايدة على  ) ( ة د     يقال أن الدال

  فى ھذه الفترة  �   < ١    لكل  

  : إستخدام المشتقة اLولى لدراسة تزايد الدالة *

   و كانت متزايدة فى ھذه الفترة[  ، ب ا ]قابلة لQشتقاق فى  ) ( الدالة د :  إذا كانت – ١    

   [، ب  ا ]     gggg لكل ٠  ≥ )  ( د :          فإن 

  إذا كانت د– �    
/

 )  ( < د : فإن [  ، ب  ا ]  فى ٠ ) ( تكون د متزايدة فى ھذه الفترة        

  إذا كانت د– ٣    
/

 )  ( ≤ [، ب  ا ]  فى ٠    

 تكون د متزايدة فى ھذه الفترة ) ( د :           فإن 

  :الدالة  إستخدام المشتقة اLولى لدراسة تناقص *

  قابلة لQشتقاق  ) ( الدالة د :  إذا كانت – ١    

   و كانت متناقصة فى ھذه الفترة[ ، ب  ا ]          فى 

   [، ب  ا ]     gggg  لكل٠ ≤)   ( د :          فإن 

  إذا كانت د– �    
/

 )  (  >د : فإن [  ، ب  ا ]  فى ٠ ) ( تكون د متناقصة فى ھذه الفترة        

 إذا كانت د – ٣    
/

 )  ( ≥ د : فإن [  ، ب  ا ] فى ٠ ) ( تكون د متناقصة فى ھذه الفترة 

  

  

  :  مXحظات *

     ]، ب  ا : [بأى من [  ، ب  ا ] تبقى تعريفات التزايد و التناقص كما ھى  إذا أستبدلت * 

  [، ب  ا [أو  ]   ، ب ا ]أو      

د:   يجاد فترات التزايد نحل المتباينة *
/

 )  ( < ٠    

د:     ،  يجاد فترات التناقص نحل المتباينة 
/

 )  (  >٠    

  

  : النقط الحرجة للدالة *

  :إذا كانت تحقق أحد الشرطين  )  (  نقطة حرجة للدالة  د  ١     يقال أن  

د)   ١      (
/

 ) د)  �(        لھا وجود   و تساوى  الصفر )  ١
/

 ) غير موجودة   )  ١  

  

  :  القيم العظمى و الصغرى المحلية لدالة *

  ) : ١( نظرية   *

  و كان للدالة قيمة عظمى أو صغرى [   ب  ، ا ] على معرفة  ) ( د   الدالة:  كانت إذا      

فإن د[  ، ب  ا ] gggg ١      محلية عند  
/

 ) ٠) =  ١  

 

  ) : �(  نظرية  *

  : كان متصلة و   ) ( د   الدالة:  كانت إذا     

د]   ١     [
/

)  ( لقيم  ٠   على يسار مباشر  ١   

          ، د
/

)  ( لقيم  ٠   على يمين مباشرة  ١   

   نقطة عندھا قيمة عظمى محلية                ١:           فإن 

د]   �[     
/

)  ( لقيم  ٠   على يسار مباشرة  ١   

          ، د
/

)   ( لقيم ٠    على يمين مباشرة  ١   

   نقطة عندھا قيمة صغرى محلية    ١:            فإن 

     

  ) : ٣( نظرية   *

  :  قابلة لQشتقاق و كان   ) (      إذا كانت الدالة د 

د] ١    [
/

 )  = ( د٠  ، 
//

 ) (  : فإن   ٠>  )  ١د ، ١  )صغرى محليةنقطة  ) ) ١                      

د] �[    
/

 )  = ( د  ،٠
//

 ) (  :     فإن٠<  )  ١ د ، ١  )عظمى محلية  نقطة ) )  ١   

د  –  –  – 
/
) (  

  )(د 

+ + + 

 تزايدية تناقصية

+   –  
د
/

) ( 

 مممم    �

 

١ 
  

 

– +   
د
/

) (  

 مممم     عععع

 

١ 
  

 
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٢٣

  

  :  مXحظات *

د:   و كانت ١قابلة لQشتقاق عند   ) ( الدالة د :  إذا كانت * 
/

 ) ٠ ) = ١   

    نقطة قيمة عظمى محلية أو صغرى محلية١   فليس من الضرورى أن تكون  

    نقطة قيمة عظمى محلية أو صغرى محلية و مع ذلك ١ون  قد تك *

    د
/

 ) غير موجودة   )  ١  

د:  إذا كانت *
//

 ) ولى للتحقق من وجود نقط للدالة ٠=   ) ١Lنستخدم المشتقة ا    

     عندھا قيم عظمى أو صغرى 

  

 :  القيم العظمى و الصغرى المطلقة لدالة *

   :فإن    ] ، ب  ا [ على معرفة    ) (د   الدالة كانت إذا   

   القيمة العظمى المطلقة لھا فى ھذه الفترة ھى أكبر قيمة فى مجموعة قيم الدالة     * 

  القيمة الصغرى المطلقة لھا فى ھذه الفترة ھى أصغر قيمة فى مجموعة قيم الدالة    * 

 :   خطوات التعيين *     

  نوجد المشتقة اLولى *       

 صفر   و تنتمى للفترة المعطاه=   نعين النقط التى عندھا المشتقة اLولى   *     

  نعين النقط التى عندھا المشتقة غير موجودة و تنتمى للفترة المعطاه       *

  ً نوجد قيم الدالة عند النقط التى حصلنا عليھا جميعا من الخطوتين السابقتين        *

 ند طرفى الفترة المعطاه          و كذا قيم الدالة ع

   نوجد أكبر قيمة فى مجموعة القيم السابقة فتكون ھى القيمة العظمى المطلقة للدالة فى        *

           الفترة المعطاه  و نوجد أصغر قيمة فى مجموعة القيم السابقة فتكون ھى القيمة الصغرى 

           المطلقة للدالة فى الفترة المعطاه

   : مXحظات *

 للدالة فى جزء) أو صغرى ( المحلية لدالة ھى قيمة عظمى ) أو الصغرى (  القيمة العظمى * 

     صغير من فترة تعريف الدالة 

 لھا فى جزء) أو صغرى ( المطلقة لدالة ھى قيمة عظمى ) أو الصغرى (     بينما القيمة العظمى 

     كل فترة تعريف الدالة 

  المحلية ) أو الصغرى ( المطلقة ھى إحدى القيم العظمى ) رى أو الصغ(  القيمة العظمى *

  ًھذه القيم جميعا) أو أصغر (    و لكنھا أكبر 

   غير العكس ولكن محلية صغرى أو عظمى قيمة تكون مطلقة صغرى أو عظمى قيمة كل *

   صحيح   

   قيمة من أكثر ةللدال يكون أن يمكن لكن  ،  وحيدة تكون المطلقة الصغرى أو العظمى القيمة *

   محلية  صغرى أو عظمى   

  

   المطلقة الصغرى القيمة   المطلقة العظمى القيمة  ًدائما *

  المحلية الصغرى القيمة  > المحلية العظمة القيمة  : تكون أن الضروري من ليس لكن    

  

  تطبيقات على القيم العظمى و الصغرى المطلقة لدالة*

  فى قالب رياضى يكون الھدف منھا الحصول على أكبر قيمة أو    ھى مشكXت حياتية تصاغ 

     أصغر قيمة لمتغير ما 

 :  خطوات الحل  * 

   نعبر عن المتغير المراد إيجاد أكبر قيمة أو أصغر قيمة له كدالة فى متغير واحد آخر )١(     

  و ذلك با ستعانة بمعطيات المسألة " المستقل           " 

  مجال المتغير المستقل فيكون ھو الفترة المراد إيجاد القيمة العظمى المطلقة أو نحدد  )�     (

            الصغرى المطلقة فيھا

   نوجد النقط الحرجة للدالة و التى تنتمى للفترة السابقة)٣     (

   نوجد قيم الدالة عند النقط الحرجة السابقة وعند طرفى الفترة لمعرفة القيمة العظمى )٤     (

            المطلقة أو القيمة الصغرى المطلقة 

  

 :   التحدب *

 :   التحدب إلى أعلى * 

       يقال لجزء متصل من منحنى أنه محدب إلى أعلى إذا كان المنحنى يقع أعلى جميع أوتاره

       الواصلة بين أى نقطتين من نقط ھذا الجزء

 :   التحدب إلى أسفل *  

   منحنى أنه محدب إلى أسفل إذا كان المنحنى يقع أسفل جميع أوتاره     يقال لجزء متصل من

       الواصلة بين أى نقطتين من نقط ھذا الجزء

 :   نظرية *  

د  كانت إذا –١     
//

)  
 

    [، ب  ا ] ىف ٠ <) 

  الفترة ھذه في Lعلىً حدبام يكون المنحنى فإن          

د  كانت إذا –�    
//

)  
 

    [، ب  ا ] ىف ٠ > ) 

 الفترة ھذه في Lسفلً حدبام يكون المنحنى فإن        

بحث تحدب منحنى الدالة دخطوات   *  
 

 ) " (  شتقاق حتى المشتقة الثانيةQقابلة ل "  :  

نوجد د) ١      (
//

 )   (   

نوجد مجموعة حل د )�      (
//

 )  (  فنحصل على مناطق التحدب إلى أعلى٠    

  ، نوجد مجموعة حل د        
//

 ) (   فنحصل على مناطق التحدب إلى أسفل ٠   

 –    +    

  )  (د   Lسفل  

د
//

)   (  

 Lعلى
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٢٤

  

 :   نقط ا نقXب *

 تفصل بين مناطق التحدب إلى أسفل و مناطق التحدب Lعلى من منحنىھي النقط التي    

  *Xب للدالة دخطوات تعيين نقط ا نق
 
) 

 
  :  " قابلة لQشتقاق حتى المشتقة الثانية ) " 

د نوجد  ●      
/

)  
 

 ،  د ) 
//

)  
 

  ثم نحل المعادلة  د ) 
//

)  
 

 (  = ٠       

نبحث إشارة د ●       
//

)  
 

  كل نقطة من النقط السابقة بحيث تنتمى  " مباشرة " قبل و بعد  ) 

  :             ھذه النقط لمجال الدالة فيكون 

د) ١          (
//

)  
 

  ھذه النقطة فتكون ھذه النقطة  نقطة إنقXبتتغير إشارتھا قبل و بعد ) 

د) �          (
//

)  
 

  w تتغير إشارتھا قبل و بعد ھذه النقطة فX تكون ھذه النقطة نقطة إنقXب) 

 

 :   رسم المنحنيات *

 (    لرسم منحنى الدالة  د 
 

  : نتبع الخطوات اxتية " كثيرة حدود من الدرجة الثالثة فأقل ) " 

دنوجد    – ١   
/

)  
 

،  د)   
//

)  
 

  (  

  نستخدم  د– �   
/

)  
 

   :فى تعيين )  

  مناطق التزايد حيث  د– اااا               
/

)  
 

  ، مناطق التناقص حيث  د٠> )   
/

)  
 

  ( >٠  

حيث  د" إن وجدت "   نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية   –   ب      
/

)  
 

 =   (٠                              

  نستخدم د– ٣  
//

)  
 

  : فى تعيين )  

  مناطق التحدب إلى أعلى حيث  د– اااا       
//

)  
 

  ( >٠   

    ،  مناطق التحدب إلى أسفل حيث د        
//

)  
 

   ( <٠  

حيث د"   إن وجدت "   نقط ا نقXب –  ب      
//

)  
 

 =  (٠  

  :ل   نعين بعض النقط المساعدة على الرسم مث– ٤ 

 (  نقط تقاطع المنحنى مع محور السينات بحل المعادلة  –  اااا                   
 

  "إن أمكن    " ٠) = 

   ) )٠(  ، د ٠(   أى ٠ =          و نقط تقاطع المنحنى مع محور الصادات بوضع 

 ( بأى قيمة و إيجاد   بعض النقط اLخرى بالتعويض عن –    ب 
 
(  

   ً فى جدول و تمثيلھا بيانيا و توصيلھا  ترتيب النقط السابقة– ٥ 

  

  

  

  

  

  

  تمارين محلولة

  

د: عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة  
 
) 

 
 = ( 

�
 – ٤  + ٥  

  الحلـــــــــــــ  
  

 AAAA د 
 
) 

 
  = (

�
 – ٤  + ٥          BBBB             د

/
)  

 
 = (�  – ٤  =� )  – � (   

 BBBB            د 
/

)  
 

  �=  :   عندما ٠) = 

        A A A A                 د
/

)  
 

   [∞ ، �]   فى ٠> ) 

      BBBB             د
 
) 

 
   [∞ ، �]   تزايدية فى ) 

   ،A A A A             د
/

)  
 

د                BBBB       [ � ، ∞ –]  فى   ٠< ) 
 
) 

 
   [ � ، ∞ –]   تناقصية فى ) 

    

د: عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة 
 
) 

 
 ) = ( – � ) (  + ١( 

�   

  ـــ الحلــــــــــ 

AAAAد  
 
) 

 
  = ( ) – � ) (  + ١( 

�         

BBBB            د 
/

)  
 

 = ( ) + ١( 
� + �  ) + ١( 

 
 ) – � (   

 =                 ٣ )  + ١ ) (  – ١ (   

 BBBB            د 
/

)  
 

    ١ – =  ، ا  ١ = :   عندما ٠) = 

A A A A                 د
/

)  
 

   [   ١ – ، ∞ –]  ،  [ ∞، ١]   فى ٠> ) 

BBBB             د
 
) 

 
   [   ١ – ، ∞ –]  ،  [ ∞، ١] دية فى   تزاي) 

 ،A A A A                 د
/

)  
 

 د            BBBB           [ ١، ١ –]  فى  ٠< ) 
 
) 

 
   [ ١، ١ –]  د تناقصية فى )  

  

د: عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة 
 
) 

 
 = (  

  الحلـــــــــــــ

AAAAد  
 
) 

 
 )  = ( – ١( 

@ �� 
  

BBBB            د 
/

)  
 

= ( @ ��   ) – ١( 
 –  ! ��

   
  

   )  ١ = غير معرف عند                             (                  = 

  

د
/

) (  

  )(د 

+  

 

٠ 

� 

–  

د
/

) (  

  )(د 

+  

 

 

 

–  

١ 

ف
عر
 م
ير
غ

 

د  +  –
/

) (  

  )(د 

 

٠ 

– ١  

 ٠ 

١ 

+  

� 

٣ ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::     [ ٣ 

 ) – ١( 
�

 

]     :::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: ٣ 

 ) – ١( 
�

 



                                       موجه رياضيات                                                                                                             إدارة كوم أمبو التعليمية أحمد الشنتورى                                                                                    

   com.7yoo.shantory://http                                                                                                                 المميز فى المراجعة النھائية com.yahoo@2007shantory_a: ا ميل 

 الث الثانوىلتكامل                                                                                                                                                                                                                                                  الصف الث التفاضل و ا

 

٢٥

  
  

        AAAA      عندما : < د:    يكون ١
/

)  
 

 ( <٠       BBBB             [∞، ١]  د  تزايدية فى   

 ،AAAA   عندما : > د:    يكون ١
/

)  
 

 ( >٠       BBBB             [   ١ ، ∞ –]   د  تناقصية فى   

  
  

د: ين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة  ع
 
) 

 
 = (  

  الحلـــــــــــــ 

 AAAA  ٩ –  
�

        ٠ = )  +  ٣ ) (   – ٣: (       عندما ٠ =  

 (د مجال             BBBB     ٣ – =    ،  ٣ = :  أى عندما 
 

 ] = (– ٣ ، ٣    [   

 ، AAAAد  
 
) 

 
 ) = (٩ –  

�
  (

!  ��
      

 BBBB            د
/

)  
 
( = ! ��  )٩ –  

�
 ( 

 –  ! ��
 ×   )– �  (   

د: ا منھ و 
/

)  
 

 :          عندما ٠ ) = 
 

 = ٠   

A A A A                 د
/

)  
 

 د            BBBB     [    ٠،  ٣ –]    فى  ٠> ) 
 
) 

 
   [   ٠ ، ٣ –]  تزايدية فى )   

 ،A A A A                 د
/

)  
 

 د            BBBB           [ ٣ ، ٠] فى  ٠< ) 
 
) 

 
    [٣ ، ٠]  تناقصية فى ) 

  

د: عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة 
 
) 

 
 = ( 

 
+   

  الحلـــــــــــــ 

  AAAAد 
 
) 

 
 = ( 

 
 + 

– ١                  
BBBB             د مجال) 

 
 = (�	�	�	�	 – } ٠  {   

  ، د
/

)  
 

 = (١ –  
– �   = ١ –   

 
       ٠ ≠  :حيث         

  

:  و منھا     
     ١ – = ، ا   ١ = :      أى ١=  �

د:  أى أن 
/

)  
 

= ( ٠           

     ١ – = ، ا   ١ = :  عندما 

  ٠ = :  و غير معرف عندما 

 ، A A A A                 د
/

)  
 

   [  ١ – ، ∞ –]  ،  [ ∞، ١]   فى  ٠> ) 

 BBBB            د 
 
) 

 
   [   ١ – ، ∞ –]  ،  [ ∞، ١] تزايدية فى )   

 ،A A A A                 د
/

)  
 

   [  ١ ، ٠]  ،  [ ٠ ، ١ –]   فى  ٠< ) 

 BBBB            د 
 
) 

 
   [   ١ – ، ∞ –]  ،  [ ∞، ١] تناقصية فى )   

  

  

  

د: عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة 
 
) 

 
 = (  

  

  الحلـــــــــــــ
  

A A A A                 د
/

)  
 

 = (  

  

 ،A A A A                 د
/

)  
 

 د            BBBB [         ∞، �]   فى ٠> ) 
 
) 

 
   [      ∞، �] تزايدية فى )   

د                            ، 
/

)  
 

 د            BBBB [      � ، ∞ –]   فى ٠< ) 
 
) 

 
   [            � ، ∞ –] تناقصية فى )   

  

د: عين فترات التزايد و فترات التناقص للدالة 
 
) 

 
 = ( 

 
`  – ٣ ` 

  الحلـــــــــــــ
  

A A A A             د
 
) 

 
                                            = (A A A A                 د

/
)  

 
 = (  

  

 ،A A A A                 د
 
) 

 
 : غير قابلة لQشتقاق عندما ) 

 
=  ٣    

د            ، 
/

)  
 

 :          عندما ٠ ) =
 

 = # ��   

، د
/

)  
 

   [       ∞ ،  ٣]  ،   [   ��# ،  ∞ –]  فى     ٠ >) 

BBBB            د 
 
) 

 
    [       ∞ ،  ٣]    ،  [   ��# ،  ∞ –]   تزايدية فى)   

، د
/

)  
 

 د            BBBB [        ٣  ، ��#]       فى  ٠ <) 
 
) 

 
   [        ٣ ،  ��#]    ة فى   تناقصي) 

  

  :عين فترات التزايد و التزايد المطرد و فترات التناقص و التناقص المطرد للدالة 
  

  

 د
 
) 

 
= (  

  

  الحلـــــــــــــ
  

A A A A             د
 
) 

 
                                            = (A A A A                 د

/
)  

 
 = (  

  

]     ::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::   ٩– 
�

 

د
/

) (  

  )(د 

 – 

 
٠ 
٠ 

+  

١ 
 

 
 

١ 
 

 


�  
 

 

+ +   –  –  ٠ 
– ١  
 ٠ 

١  
د
/

) (  

  )(د 

٠ 

ف
عر
 م
ير
غ

 


� – ٤   ،     ≥ � 
� 

 
–  ٨  ،       <   � 

� 
 

– ٤        ، >  � 

�              ،       <   � 


� – ٣   ،     ≤ ٣ 

٣ 
 

–  
�   ،  >   ٣ 

� 
 

– ٣  ،     <  ٣ 

٣ 
 

–  � 
 

  ،  >   ٣ 

د
/
) (  

  )(د 

+  

 

٠ 
� 

–  

–  

 
د  +

/
) (  

  )(د 

 

٠ 
 

٠ 
 

+  

#�� 

 

٣ 


�  +�   ،  > ٠ 

� 
 

–  ٤   ،  <   ٣ 
٠ ،        ٣  ≥ >   ٣ 


�  +�  ،   > ٠ 

� 
 

–  ٤   ،  <   ٣ 
٠ ،        ٣  ≥   ≥ ٣ 

� 
  

        ،  > ٠ 

�          ،  <   ٣ 
٠ ،      ٠  ≥   ≥ ٣ 
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٢٦

  

 ، A A A A                 د
/

)  
 

   [  ٠ ، ∞ –]    فى  ٠< ) 

  BBBB            د 
 
) 

 
   [   ٠ ، ∞ –]  تناقصية فى )   

 ، A A A A                 د
/

)  
 

   [  ∞ ، ٣]   فى  ٠> ) 

  BBBB            د 
 
) 

 
   [  ∞ ، ٣] تزايدية فى )   

 ، A A A A                     د
 
) 

 
د: أى أن  [  ٣ ، ٠] ثابتة فى ) 

/
)  

 
   [  ٣ ، ٠]   فى  ٠) = 

  BBBB            د 
 
) 
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 > ٣  

،  د
//

)  
 

 :     عندما ٠> ) 
 

 < ٣  
  

 BBBB        منحنى د 
 
) 

 
   [  ∞ ، ٣] ،  و محدب إلى أسفل فى    [   ٣ ، ∞ –]  محدب إلى أعلى فى ) 

  نقطة إنقXب  ) ١١ ، ٣(  ، 
  

  عين فترات التحدب إلى أعلى و فترات التحدب إلى أسفل و نقط ا تقXب إن وجدت لمنحنى الدالة  

 د
 
) 

 
  = (

٤ 
– ٣ 

٣
 + �� 

�
 – ٨   

  ـــــــــالحلــــ

 د
/

)  
 

= ( ٤ 
٣
 – ١٨ 

�
  +��  – ٨     

،  د
//

)  
 

= ( �� 
�
 – ٣٦    +��  =�� )   – ١  (  )  – �  (   

،  د
//

)  
 

 :     عندما ٠) = 
 

 = ١  ،   
 

 = �  

،  د
//

)  
 

   <١ :    عندما ٠< ) 
 

 > �  

،  د
//

)  
 

 :     عندما ٠> ) 
 

 < ١  ،   
 

 > ١  

  

 BBBB        منحنى د 
 
) 

 
   [   �،  ١ ]محدب إلى أعلى فى ) 

   [  ∞ ، � ] ،    [    ١ ، ∞ –]  ،  و محدب إلى أسفل فى  

   إنقXب  نقط)  ٠ ، �(  ،  )١ – ، ١(  ، 
   

  : أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية و نقط ا نقXب لمنحنى الدالة 

د
 
) 

 
 = (� 

٣
 – ٩ 

�
 + ��   – ١٠  

  ـــــــــــالحلــ

د
/

)  
 

 = (٦ 
�
 – ١٨   +�� = ٦ )   – ١ )  (   – �  (   

،  د
/

)  
 

 :     عندما ٠) = 
 

 = ١  ،   
 

 = �  

،  د
//

)  
 

 = (�� 
 
   ،  د١٨ – 

//
)  

 
 :   عندما ٠) = 

 
 = # ��   

 ،A A A A         د
//

 ) ١ (  >٠   BBBB     ) نقطة قيمة عظمى محلية )   ٥ – ،  ١  

 ،A A A A         د
//

 ) � (  <٠   BBBB     ) �  ، – نقطة قيمة صغرى محلية )   ٦  

 ،A A A A         د
//

)  
 

 :    عندما ٠< ) 
 

      ،  د �� # < 
//

)  
 

 :   عندما ٠> ) 
 

 < # ��  

BBBB      ) #��  ، – ! ��!�   (  بXنقطة إنق  

  

  : أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية و نقط ا نقXب لمنحنى الدالة 

د
 
) 

 
 = (   ) – ٣( 

٣
  

  الحلـــــــــــــ

د
/

)  
 

 = ( ) – ٣( 
٣

 + ٣  )  – ٣( 
�
  =  ) – ٣( 

�
  )٤  – ٣  (   

،  د
/

)  
 

 :     عندما ٠) = 
 

 = ٣  ،   
 

 = #  ��   

،  د
//

)  
 

 = (� )  – ٤ ) ( ٣  – ( ٤ ) + ٣  – ٣( 
�

    

 =                ٦ )  – ٣) (  �  – ٣  (   

،  د
//
 ) 

 
 :   عندما ٠) = 

 
 = ٣،    

 
 = # ��   

 ،A A A A                     د
/

)  
 

 :   عندما ٠> ) 
 

 ، د٣< 
/

)  
 

 :  عندما ٠ >) 
 

> ٣  

BBBB         ) ليست نقطة قيمة عظمى أو صغرى محلية ) ٠ ، ٣  

� 
 

– ٤  ،     <  ٤ 

–  ٣  ،          >   ٤ 
 

 ٤  =  غير معرفة   ،

 –    +    

   ) (د     

د
//

)   (  

 

٣ 

٠ 

–  

  )  (د  

د
//

)   (  

١ 

٠ 

� 

٠ 

+  +  
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٢٩

  

 ،A A A A         د
//

)   #��  ( < ٠   BBBB    )   #��   ،& ��*��!��@�     (محليةنقطة قيمة صغرى   

 ،A A A A         د
//

)  
 

 :    عندما ٠ >) 
 

      ،  د �� # < 
//

)  
 

 :   عندما ٠ <) 
 

 < # ��  

BBBB      ) #��  ، –  ! ��*�     (بXنقطة إنق  

 ،A A A A         د
//

)  
 

 :    عندما ٠> ) 
 
    ،  د٣ > 

//
)  

 
 :   عندما ٠< ) 

 
  >٣  

BBBB     ) ب )   ٠ ،  ٣Xنقطة إنق  
  

 =  :  أوجد معادلة المماس ا نقXبى للمنحنى 
٣
 – ٦ 

�
 +  – �  

  الحلـــــــــــــ

 د
/

)  
 

 = (٣ 
�
 – ��   +١    ( ١(  

،  د
//

)  
 

= ( ٦ 
 

– �� = ٦ )   – �   (  ،A A A A             د
//

)  
 

  � = :   عندما ٠) = 

 BBBB     ) � ، – ١٦   (  بXو من  ،نقطة إنق)١١ –= ميل المماس عندھا ) ١    

BBBB     بى ھىXمعادلة المماس ا نق  : + ١١ –  =١٦ )   – �   (   

      ٠ = ٦ –  +   ١١:    أى 
  

د:  إذا علم أن منحنى الدالة لللل ، كككك أوجد قيم 
 
) 

 
(=  

�
  له نقطة حرجة  لللل + ك   ك   ك   ك    + 

  ثم عين توع ھذه النقطة من حيث كونھا عظمى أم صغرى محلية  ١ ) = �(  ، د � =  عند 

  الحلـــــــــــــ

A A A A     د 
 
) 

 
 = (

�
  ) ١           (لللل + كككك � + ٤ = ١     BBBB     ١ ) = �(  د  ،   لللل+  ك   ك   ك   ك    + 

د،  
/

)  
 

 = (�  + كككك       ، = نقطة حرجة�    

 BBBB     د
/

  ) � 
 

 = (٠                BBBB ٤ – =  كككك:       و منھا ٠ = كككك + ٤   

    ٥ = لللل: ينتج ) ١( ، بالتعويض فى 

 ، A A A A     د 
//

)  
 

د:    ، بالتالى �) = 
//

  ) � 
 

 ( <٠        BBBB )  � ، نقطة قيمة صغرى محلية ) ١  
  

  : نقطة إنقXب لمنحنى الدالة  ) ٣ – ، ١(  إذا علم أن  لللل ، ككككأوجد قيم 

 د
 
) 

 
  = (

٣
ك   ك   ك   ك   +         

�
     يكون لهل   ل   ل   ل    + 

  الحلـــــــــــــ

        

        

A A A A     د 
 
) 

 
 = (

�
  تحقق معادلة المنحنى )  ٣ – ، ١(    ،  لللل + ك   ك   ك   ك    + 

BBBB     – ١           (لللل + كككك + ١  = ٣ (  

 ، د
/

)  
 

= ( ٣ 
�

د     ،  لللل +   كككك �  +
//

)  
 

 = (٦  + � كككك    

 BBBB    د 
//
 ) 

 
   ٣ – = كككك:     و منھا ٠ =  كككك � + ٦             BBBB        ١ =   : عندما     ٠= ) 

  ١ – = لللل: ينتج ) ١( ، بالتعويض فى 
  

  : إذا علم أن منحنى الدالة  ن ن ن ن  ، مممم،  لللل ، ككككأوجد قيم 

د
 
) 

 
ك  ك  ك  ك   ) =

٣
 لللل + 

�
   )١ ، �( ، النقطة  ) ٥ ، ١( يمر بالنقطة   نننن +             مممم + 

      ٠ = ٧ –  +   ٣ :   معادلته ھى عندھانقطة إنقXب له ، المماس  

  الحلـــــــــــــ

A A A A     د 
 
) 

 
ك  ك  ك  ك  ) = 

٣
 لللل + 

�
  المنحنى    تحقق معادلة  )  ٥ ، ١( ،    نننن  + م   م   م   م    + 

BBBB      ١        (نننن+  م   م   م   م    + لللل+ ك  ك  ك  ك    = ٥(  

  )  �   (       نننن+  م   م   م   م    � + لللل ٤+ ك  ك  ك  ك   ٨ = ١      BBBBتحقق معادلة المنحنى    ) ١ ، �( ، 

، د
/

)  
 

 كككك ٣) = 
�
  ٣ –= ميله  )  ١ ، �( المماس عند   A A A A    ،   مممم +  ل   ل   ل   ل    � + 

BBBB  – ٣      (مممم + لللل ٤ + كككك ��  = ٣(   

، د
//

)  
 

  نقطة إنقXب له )   ١ ، �(            ،                  لللل    � + ك   ك   ك   ك    ٦= ) 

 BBBB    د 
//

  ) � 
 

 = (٠                BBBB ��  ٠ = لللل �+ ك ك ك ك     BBBB ٠ = لللل +ك ك ك ك  ٦       )٤(  

  )٥  (    م   م   م   م    + لللل ٣+ ك  ك  ك  ك   ٧ =  ٤ –: ينتج ) ١(من ) �(بطرح 

  )٦                   (لللل + ك ك ك ك  ٥ = ١:  ينتج ) ٥(من ) ٣(بطرح 

  ٦ = لللل : ينتج ) ٤(               بالتعويض فى ١ – = كككك: ينتج ) ٤(من ) ٦(بطرح 

  ١٥ = نننن:  ينتج ) ١(           بالتعويض فى ١٥ – = مممم: ينتج ) ٣( ، بالتعويض فى 

  

  :  إذا علم أن منحنى الدالة ن ن ن ن  ، مممم ، لللل ، ككككأوجد قيم 

د
 
) 

 
ك  ك  ك  ك  ) = 

٣
 لللل + 

�
   )� ، ١ –( ، النقطة  ) ٤،  ٠(   يمر بالنقطة نننن + م   م   م   م    + 

   نقطة إنقXب له ، المماس عندھا أفقى    

  الحلـــــــــــــ

A A A A     د 
 
) 

 
ك  ك  ك  ك  ) = 

٣
 لللل + 

�
  تحقق معادلة المنحنى   ) ٤ ، ٠(   ،  نننن +  م   م   م   م    + 
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٣٠

    

        BBBB      ١        (نننن =  ٤(  

    نننن+  م   م   م   م    – لللل+  ك  ك  ك  ك   –=  �      BBBBتحقق معادلة المنحنى    ) � ، ١ –( ، 

  )  �        (م   م   م   م    + لللل        –ك  ك  ك  ك   =  �: ينتج ) ١(و بالتعويض من  

، د
/

)  
 

 كككك ٣) = 
�
  ٠= ميله  ) � ، ١ –(  المماس عند  A A A A      ، مممم +  ل   ل   ل   ل    � + 

BBBB  ٣      (مممم + لللل � – كككك ٣=   ٠ (  

، د
//

)  
 

  نقطة إنقXب له )  � ، ١ –(      ،        ل    ل    ل    ل     � + ك   ك   ك   ك    ٦) = 

 BBBB    د 
//

  ) – ١ 
 

 = (٠                BBBB –     ٠ = لللل �+ ك ك ك ك  ٦     BBBB – ٠ = لللل +ك ك ك ك  ٣)       ٤(  

  )٥      (         لللل –ك  ك  ك  ك   �=   � – : ينتج ) �(من ) ٣(بطرح  

  ٦ = لللل:  ينتج ) ٤(                    بالتعويض فى �= ك ك ك ك : ينتج ) ٥ (،) ٤ (بجمع 

  ٦ = مممم: ينتج ) ٣( ، بالتعويض فى 
  

د:  نحنى الدالة  إرسم الشكل العام لم
 
) 

 
  = (

٣
 – ٣ 

�
 + ٤   

  الحلـــــــــــــ

 د
/

)  
 

 = (٣ 
�
 – ٦  = ٣  )   – �   (   

، د 
//

)  
 

 = (٦  – ٦ = ٦ )   – ١   (   

  : فترات التزايد و التناقص و نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية 

 A A A A         د
/

)  
 

   � =  ، ٠ = :    عندما ٠) = 

 ، A A A A                 د
/

)  
 

   [  � ، ٠]    فى  ٠< ) 

  BBBB            د 
 
) 

 
    [  � ، ٠  ]  تناقصية فى)   

 ، A A A A                 د
/

)  
 

   [   ٠ ، ∞ –]  ،  [  ∞ ، �]   فى  ٠> ) 

  BBBB            د 
 
) 

 
   [   ٠ ، ∞ –]  ،  [  ∞ ، �] تزايدية فى )   

 ،A A A A         د 
//

)  ٠ = ( – ٠  < ٦     BBBB        )  محليةنقطة قيمة عظمى ) ٤  ،٠    

، د
//

 ) �  = ( ٠  >٦           BBBB          ) �،  نقطة قيمة صغرى محلية ) ٠  

  :   فترات التحدب إلى أعلى و فترات التحدب على أسفل و نقط ا نقXب 

،  د
//

)  
 

 :     عندما ٠) = 
 

 = ١  

،  د
//

)  
 

 :     عندما ٠< ) 
 

 > ١  

  

   

،  د
//

)  
 

 :     عندما ٠> ) 
 

 < ١  

BBBB        د منحنى 
 
) 

 
   [   ١ ، ∞ –]  محدب إلى أعلى فى ) 

   [  ∞ ، ١] ،  و محدب إلى أسفل فى   

  نقطة إنقXب )  � ، ١(  ، 

  : نقط التقاطع مع المحورين 

A A A A                 د
 
) 

 
 = () 

٣
 + ( ٣ – ) ١  

�
 –  ١ (   

 =               )  + ١ ( )  – � (
�

        

BBBB             د
 
) 

 
 ١ – = :    عندما ٠) =  
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٣٣

  

 ،  AAAA مممم
/

مممم  ،   � < عندما    ٠ > 
/

  � > عندما    ٠ < 

 BBBB  عندما   تكون أكبر ما يمكن مممم : = �    
 BBBB  �   =متر٤= طول قطر الدائرة :    أى أن ٤   

   متر� = : ينتج ) ١( ،  من 
  

  ستقيمة توازى محور السينات و مثلث متساوى الساقين رأسه نقطة اLصل و قاعدته قطعة م 

  – ٣٦=   �� تقع فوقه و يقع طرفاھا على المنحنى 
�
   عين أكبر مساحة ممكنة لھذا    

   المثلث 

  الحلـــــــــــــ 

  يمثل المنحنى و المثلث :  الشكل المقابل 

  � ��� !  – ٣=  :  حيث 
�
 )           ١ (  

          =    �� !  ×�  ) =مممم( =  ، مساحة النافذة 

 =                           )٣ –  ! ��� �  
�
  ( =٣  –  ! ��� �  

٣
                

مممم 
/

 =  ٣ – ! ��  
�

مممم ،             
//

 =  – ! ��   

  ،AAAAم    م    م    م    
/

  �� ! – ٣ :   عندما ٠ = 
�

      /��� [  � = :   و منھا         

مممم ،  
//

      /��� [  � = :     عندما ٠ < 

 BBBB  عندما   تكون أكبر ما يمكن مممم : = �  ] ���/  ينتج ) ١(   ،   من :  =�  

 BBBB  مممم  =      = �  ] ���/  × �  =  وحدة مساحة  /��� [  ٤     
  

   سم قطع إلى جزئين و ثنى احدھما على شكل مربع و ثنى اxخر على شكل مثلثلللل سلك طوله 

  سبة بين طولى الجزئين حتى يكون مجموع مساحتى المربع و المثلث  متساوى اLضXع أوجد الن

   أصغر ما يمكن 

  الحلـــــــــــــ 

   سم  =   سم    ،  طول ضلع المثلث =  طول ضلع المربع :  نفرض أن 

 BBBB      ٤ = لللل  +  ٣  و منھا                :! ��  )  =   ٤ – لللل )          ( ١ (  

  ) =مممم( لمربع و المثلث  مجموع مساحتى ا
�

 +            
�

  

  

  

BBBB  مممم  =  
�

لللل(   +           
�
 + 16  لللل ٨ – 

�
          (    

  

BBBB مممم
/

 =  � )           +  – لللل ٨  +�� (      ،  مممم
//

 =  �  +��                
  

 ،AAAAم    م    م    م    
/

       ) ��+  لللل ٨ – +           (  � :   عندما ٠ = 
  

مممم                          و حيث أن عندھا   =  :   و منھا
//

 <  ٠      
  

  ٣ : /��� [=     =                       BBBB   :  ) : ١(و من 
  

BBBB ٤ =  النسبة بين طولى الجزئين  :  ٣   =٩ : /��� [  ٤  
  

  منحنى  الواقعة على ال)  ، ( عن النقطة  ) ٠ ، ١(  ھو بعد النقطة فففف   إذا كان

  = ] � �/ / ا حداثيات   أوجد  ) ،   (  أصغرففففلھذه النقطة التى تكون عندھا    

  ما يمكن 

  الحلـــــــــــــ

AAAA           = ] � �/ /    )     ١ (  

BBBB     فففف
�

 = )  – ١( 
�

 + 
�

 = 
�
 –  �    +١ +   =  

�
 –     +١             

BBBB  فففف
 

=  ) 
�
 –     +١  ( 

!��     
             BBBB فففف

/
  =   

  

فففف، 
/

    �� !  =: أى عندما         ١ –   �:    عندما ٠ = 

 ،  AAAA فففف
/

فففف  ،     �� ! > عندما    ٠ > 
/

    �� ! < عندما    ٠ < 

 BBBB  عندما   تكون أكبر ما يمكن فففف : = ! ��     ينتج ) ١(،  من :  =  
  

  تذبذب كالبندول فإذا كانت مقاومةً مترا مثبت من أحد طرفيه و ترك لي١قضيب رفيع طوله  

 ) – ١ (  ا من نقطة التعليق تساوى عند نقطة تبعد القضيب للكسر 
  ا حيث  �

  مقدار سالب أوجد النقطة التى تكون عندھا المقاومة أقل ما يمكن 

  الحلـــــــــــــ

  

– +   
مممم
/

 

 مممم     عععع
 

 � 

 

 

 

] ��� /   
٤  

] ��� /   
٣٦  

] ��� /   
٣٦  

] ��� /   
٣٦  

] ��� /   
٣٦  

  لللل  / ��� [

٤ + ٩  ] ��� /   

  لللل  ٣  
٤ + ٩  ] ��� /   

  

�   – ١        


�
 –   +  ١           ]    :::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::  �  

] ���/   
١  
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٣٤

  

                AAAA  مممم(  المقاومة = ( ا  ) ١ – ( 
�   BBBBم   م   م   م   

/
 ) – ١ (  ا  =

   ) – ١ (  ا �  –  �

مممم،  
/

 ) – ١ (  ا:    عندما ٠ = 
   �� !  =: أى عندما  )  – ١ (  ا �  –  �

 ، AAAA مممم
/

مممم  ،    �� ! > عندما    ٠ > 
/

  ) مقدار سالب ا            (�� ! < عندما    ٠ < 

 BBBB  عندما   تكون أقل ما يمكن مممم : = ! ��     
  

  تركان فى القاعدة العليا لQسطوانة فإذا كانت جسم مكون من إسطوانة تعلوه نصف كرة تش

 سم ط����=  المساحة الكلية الخارجية للجسم 
�

   و كان حجم الجسم قيمة عظمى أوجد 

   إرتفاع ا سطوانة و طول نصف قطر قاعدتھا

  الحلـــــــــــــ

  )ة الكرة مساح+ المساحة الكلية لQسطوانة  ( �� ! = )مممم( =  المساحة الكلية الخارجية للجسم 

�������� ط  �+  ��  ع  ��  ع  ��  ع  ��  ع   ط  � ( [ �� !      =
�
�������� ط  ٤] +          

�
�������� ط  ٣+  ��  ع  ��  ع  ��  ع  ��  ع  ط  ) =         

�
          

 BBBB   ���� ط  ٣+  ��  ع  ��  ع  ��  ع  ��  ع  ط  =  ط ��������
�
  ) ١  (   �� �� �� �� �� # – =           عععع:               و منھا         

 BBBB ط   ) = حححح(    حجم الجسم��������
�
�������� ط   �� $ +   ع  ع  ع  ع

٣
  ) ١(       بالتعويض من                            

 BBBB   ط����  = حححح   ��������
 
��������ط   ٣  – 

٣
�������� ط   �� $+         

٣
                      ��������            با شتقاق بالنسبة إلى 

 BBBB   حححح
/

��������ط   ٩  –    ط����  = 
�
�������� ط  ٤+         

�
��������ط   ٥  –    ط���� =          

�
             

حححح،   
//

        ��������ط   ١٠  –  =  

  ، AAAA حححح
/

��������ط   ٥  –    ط����: ما      عند٠  = 
�
         =٠      

��������: أى 
 

حححح:  و عندھا   �� = 
//

 >  ٠        BBBB ��������
 

   قيمة عظمى حححح    تجعل �� = 

 BBBB ��������
 

    سم ٤٠ = عععع: ينتج ) ١(    سم  ،  بالتعويض فى �� = 
  

  ن            و كاMMMM،                 //         فيه ب حـ ء  ا قطعة ارض على شكل شبه منحرف 

   ، يراد بناء عمارة على قطعة مستطيلة الشكل فأخذت نقطة١ : ٤ : ٣= حـ ء : ب حـ : ب  ا 

             أثبت أن أكبر مساحة لسطح  MMMM        ،        MMMM و  على         و أسقط منھا         

     من مساحة سطح قطعة اLرض� ��� )=  المستطيل 

  

  الحلـــــــــــــ

  =   ، و ھـ = ب ھـ : أن أبعاد المستطيل نفرض 

  ى ء   ا ∆  RRRRھـ و   ا ∆ : من ھندسة الشكل المقابل

      كككك=  ،  حـ ء كككك ٤=   ،  ب حـ كككك ٣= ب  ا:  و حيث 
  

 BBBB  =                      و منھا                : = كككك ٦  – � )   ١(  
  

  – �  كككك ٦ =  ) � –  كككك ٦(       =  =  )مممم( = ، مساحة المستطيل 
�

  

BBBB مممم
/
مممم        ،     ٤ –  كككك ٦  = 

//
  = – ٤   

  ،AAAA مممم
/

مممم:     و عندما كككك �� # = :      عندما ٠  = 
//
 > ٠   

BBBB  = # �� تكون عندھا مساحة المستطيل أكبر ما يمكن كككك      

 ك ك ك ك �� )  = )مممم(  مساحة المستطيل     BBBB            ك                   ك                   ك                   ك                    ٣ = ) : ١(من 
�
        

كككك ٨ = كككك ٤×  ) كككك ٣ + كككك (  �� ! ) = لللل( ، مساحة قطعة اLرض 
�

  

BBBB ك ك ك ك ��) =  لللل : مممم 
�

كككك ٨ : 
�

  لللل   � ��� ) =  مممم:      أى أن ١٦ : ٩ = 
  

   ھو العددً  جنيھا لكل وحدة من ھذه السلعة حيث  �,�� – ١٠٠ھو ثمن البيع لسلعة ما 

  ً جنيھا أوجد١٥٠٠٠ +  ٤٠=  وحدة منھا ج المنتج من ھذه السلعة فإذا كانت تكلفة إنتا

  عدد السلع الواجب إنتاجھا لجعل الربح أكبر ما يمكن 

  الحلـــــــــــــ

   )١٥٠٠٠ +  ٤٠(   – )   �,�� – ١٠٠  ( =  )رررر( = الربح 

 =        ٦٠   –  ��,� 
�
 – ١٥٠٠٠  

BBBB رررر
/
  = ٠٤,٠  – ٦٠    ،    رررر

//
  = –  ٠٤,٠   

  ،AAAA رررر
/

رررر:    و عندما   ١٥٠٠ = :      أى  ٠٤,٠  – ٦٠:      عندما ٠  = 
//
 >  ٠   

BBBB  =  أكبر ما يمكن رررر   يكون عندھا ١٥٠٠   

   وحدة ليحقق أكبر ربح ١٥٠٠المصنع أى من الواجب أن ينتج 

  

  

��������  
����  

 ب ا ب حـ حـ ء ب ا

 ب حـ    ننننو  و ھـ  ب ا و  ا

  

 
 

  ب

 

  حـ

 

ء
  

  و

 

  ھـ

 

    نننن

 ا
 ى

   – لللل  ٣
        كككك �

 
        كككك ٤
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٣٥

  

  التكامل 

  

  : تعريف *

  قابلة ل<شتقاق عند كل  )  (دالة متصلة و أمكن إيجاد دالة  ت  )   (إذا كانت  د  *   

 ت: مجالھا بحيث نقطة فى       
 /

)  = (  د)  (  ت : فإن)(  مشتقة ال تسمى دالة  

  أو دالة أصلية مقابلة للدالة د  للدالة د  عكسية ال      

ت:  إذا و فقط إذا كان     ء  ) ( د oooo  ) =(ت  *   
 /

)  = (  د)  (  

  

  : نظريات *
  

   * ��������  
نننن
    ،   ث   ثابت      ١ –  ≠ ن ن ن ن :     حيث ث   +    =               ء  

  

)ب  +  ا( �������� *   
 ن ن ن ن

      ث+    =                         ء   

       

   ث   ثوابت        ، ب ،  ا  ،١ –   ≠ن   ن   ن   ن    :حيث       

                     

  : خصائص التكامل *
  

 ا �������� *   
ن
   ،  ث   ثوابت       ا       ، ١ –   ≠   نننن:   ث     حيث +     =                 ء  

            

د[   �������� *   
١

)   ( د  
�
 ) [  (  ء=    ��������   ]د

١
)  (  ء    �������� د

�
 ) (  ء   

  

  :و نتائج  مWحظات *

 ا �������� *                           ث     +   =   ء   ��������  *   
 

 ا      = ء 
 

                           ث + 

   برھان النظريات السابقة ينتج مباشرة بمفاضلة الطرف اYيسر *   

   يكفى إضافة ثابت واحد لمجموع المشتقات العكسية  *   

  لضرب و القسمة للدوال قبل إجراء التكامل  يتم إجراء عمليات ا *   

  

  :  فصل المتغيرات *   

  

                                  ء  ) ( د   ��������   = ء )   ( رررر  ��������: فإن =                :         إذا كان   *      

       

                                  ء  )  ( كككك  ��������   = : فإن  ) (  كككك=  :         إذا كان   *      

  

  

  : تكامWت بعض الدوال المثلثية *

      ث +    حتا – =  ء حا  ��������*  

  ث     +  حا   =   ء حتا  ��������*  

 قا �������� *  
� 
  ء   =    طا  +  ث                                       

)ب  +  ا (حا   ��������  *  
 

)ب  +  ا   (حتا       –    =   ء 
 

              ث + 

)ب  +  ا (حتا   ��������  *  
 

)ب  +  ا (  حتا      =     ء 
 

                                                           ث  +  

قا  ��������  *  
� 
)ب  +     ا  (  

 
)ب  +  ا (طا         – =   ء 

 
                             ث  +  

  

  : التطبيق الھندسى للتكامل *

  ميل المماس له عند أى نقطة  : ھى معادلة منحنى فإن  ) ( د  =  :  إذا كان    

    ) ،   (  تقع عليه   =
 /

د  =  
 /

)   (  و بالتالى تكون  معادلته ھى      :  

د  ��������  )  = (  د   
 /

)   (  ء    

       :ة  مWحظ*  

   نحصل على معادلة عائلة من المنحنيات التى لھا نفس ميل المماس عند أى من ھذا التكامل    

  و تحديد أحد ھذه المنحنيات يتطلب إعطاء شرط إضافى كأن  معينة ل<حداثى السينى نقطة     

ًالمنحنى بنقطة معينة أو يقطع جزء معينا من أحد المحورين أو    يمر              الخ ٠٠٠٠ً

                       

  : العWقة بين عملية التفاضل و عملية التكامل *

  

  

  

  

  

  

  

  

  


 ١+  ن ن ن ن 

  

  ١ + نننن

)ب  +  ا( 
 ١+   ن  ن  ن  ن 

  

   )١ + نننن  ( ا    

  ا
 ١+  ن ن ن ن 

  

  ١+  نننن                    

 ء 
    ء 

 
  

  )( د 

  )  ( رررر

 ء 
    ء 

 
  

١  

  ا

١  

  ا

١  

  ا

               

    =  د)                                ( 
ء

�
  

 ء
�

  

 ء 

  ء 

 تكامل

 تفاضل تفاضل

 تكامل

 المعامل التفاضلى
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٣٦

  

 
   تمارين محلولة

  

                                  ء   ) ١ + (   ) ٥ –  ٣(   ��������: أحسب 

    الحلــــــــــــــــــــ

 ��������   )٣ 
�
 – �  – ء   ) ٥   =  

٣
 – ٣ 

�
 – ٥    + ث                            

  

   

                                  ء                                    ��������: أحسب 

    الحلــــــــــــــــــــ

��������  
– ٤  

 )٤ + ٣  – ٤ 
�
 ٣(  �������� = ء   )  

– ٤  
 +٤ 

– ٣
 – ٤ 

     ء   )  � –

 = – 
– ٣

 + � 
– �   +٤ 

– ١
  ث  + 

  ��������:  أحسب 
١٠

      ) –         (
٥

                                  ء   

    الحلــــــــــــــــــــ

 A  
١٠

  ) = 
�
 (

٥
    

 B ��������  )٧  – ١ (
٥

) ١ –  ٧(   �� ! ×  �� !=   ء   
٦

) ١ –  ٧(  � ��� != ث  + 
٦

                               ث + 

  

  

                                  ء                                        ��������: أحسب 

  

    الحلــــــــــــــــــــ

  

 ٥ –٣(   ��������  =ء                       �������� 
 

( 
 !��


� !×  �� ^ –=   ء       )٥ –٣ 
 

( 
& ��  

ث+ 
 

                                                        
  

                                  =– ^  �
� �   )٥ –٣ 
 

( 
& ��  

ث+ 
 

                                                        

      

 ( ��������: أحسب  
 

–        ) (
 

+       ) ( 
�
 
 

                                  ء   )        –

    الحلــــــــــــــــــــ

  

  

 ��������  ) 
�
 
 

–        (  ) 
�
 
 

 (  ��������=  ء   )       +
٤ 

                                                 ء   )       +
  

 = ! �
  

٥
 + ! ��  

– ٣
   ث    +

  

                                    ء                     )١ + (   ��������: أحسب 

    الحلــــــــــــــــــــ

 ! ��  ��������  )٣  + ٣(   )٣  + ٥( 
!�� 
   ء  

     = !��  ��������  )٣  + ٣(   )� – ٥  + ٥( 
!�� 
                                 ء  

 =     !��   ��������  )٣  + ٥  +٣(   )٥ 
 

(  
#�� 
 ٥  +٣(  ��������  �� @ –  ء  

 
( 
 !�� 

                                                            ء  

 =     !��×    !�� ×  @ �
   )٥  +٣ 
 

(  
%�� 
 –  @��  × @ ��  × ! �
   )٥  +٣ 

 
(  

#�� 
  ث+   

 =     @ �
� �   )٥  +٣ 
 

(  
%�� 
 –  $ ��� �   )٥  +٣ 

 
(  

#�� 
  ث+   

  

قا [ ��������: أحسب 
�
 )  !��  + ( حتا  +  )٥�  + ء ] ) ١                                  

    الحلــــــــــــــــــــ

قا [  ��������
�
  ) !��  + ( حتا  +  )٥�  + ء  ] ) ١   

                                ث  +  ) ١ +  �( حا  ��!  +  )٥ +  ��! ( طا  �   = 

  

قا ��������: أحسب 
 

  )حتا ٣  – � قا
 

  ( ء                                   

    الحلــــــــــــــــــــ

قا �  – ٣(  ��������
�
   ( ء   =طا � –٣

 
  +  ث  

  

 حا٦ ��������: أحسب 
 

 حتا    ء                                   

    الحلــــــــــــــــــــ

 حا� �������� ٣
 

  حتا   ء   = حا  �������� ٣ �
 

   ء =  # ��   حتا�
 

  + ث                                                           

  )� 
 

– ٣ ) ( ١– � 
 

(   

 
٤

  

٧  

     
 
  

١  

 
�    
 
  

  )٣٠ –٩ 
 
  +�� 

�
 (

! ��
  

٥ –٣   ]   /////////////////////////////////////////  

  )٥ –٣ 
 
 (

@ ��
  

 )٥ –٣ 
 

( 
 !��

  

١  

     
 
  

١  

 
�    
 
  

١  

     
 
  

١  

 
�    
 
  

١  

 
�    
 
  

١  

 
٤ 
  

٣  + ٥   ]   /////////////////////////////////////////  
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٣٧

  

                                   ء                 ��������: أحسب 

    الحلــــــــــــــــــــ

 A            حتا
�
    =حا– ١  

�
    ) = حا– ١      ) ( حا  +  ١ (   

 B ��������   ) حا  +  ١  (  ء    =    + حتا  +  ث                                

  

حتا (  �������� 
�
    + طا

�
   (  ء     

    الحلــــــــــــــــــــ

قا ) + (   �حتا  + ١(  ��!   [ ��������            
�
   – ء ]   )١     

 =    !��   +   !��   حا�    +طا   –   +   ث  

  

 إذا كانت المشتقة اYولى للدالة د تساوى  
١٧

         +       ) (
٨

   ) ١ –( د – ) ٠( د :   أوجد 

    الحلــــــــــــــــــــ

 A  
١٧

 =   ) 
�
 (

٨
    

 B د   ) (=             ��������   )   + ١ (
٨

) ١  +  ( ) ١ – ١  +    =��������  ) ء   
٨

    ء   

 =                 �������� )  +  ١ (
٩

) ١  +   –  ��������  )ء   
٨

    ء   

 =                 ! ��� �  ) +  ١ (
١٠
 –  ! ��   ) +  ١ (

٩
  ث+   

 B ث  + ٠ ( – ) ث+   �� !  –  � ���! ) = (  ١ –( د – ) ٠(   د = (–  ! ��� �   

  

 ٣ :عند أى لحظة ھو   أوجد الدالة التى يكون معدل تغيرھا بالنسبة إلى 
�
 + ٤  – ٤  

  �  –=   عند      ٨=  و قيمتھا 

    الحلــــــــــــــــــــ

 ٣ ( ��������             =) (  د 
�
 + ٤   – ء  ) ٤  = 

٣
 + � 

�
 – ٤    + ث                            

 ، A د   ) ( = عند   ٨      =–  �   

 B  ث          + ٨ + ٨ + ٨ – =  ٨B ٠=   ث   

 B د   ) (=             ٣ 
�

 + ٤  – ٤  

  

 ٣ – ٤:           = إذا كان 
�

    ،   =      ٤ – ٥  و كانت   = عععع ، ٠  =��      

 = عععع:    أثبت أن ١=  عندما  
٤
 – ٨ 

�
 + ١٧    +�                             

    لحلــــــــــــــــــــا

 = ��������  )٣ – ٤ 
�

 –   ٤=    ء  ) 
٣

  ث  +  

B  ث       + ١ – ٤ = ٠B ٣ –=   ث       B  =   ٤  –  
٣

– ٣         

 –   ٤  (٤ – [ ٥ �������� = عععع، 
٣

 ٤ +  ١٦ – ١٧(  ��������=   ء ])  ٣ –
٣
      ء )   

        =١٧  – ٨ 
�
   +

٤
  �ث+    

B  ��   = ث + ١ + ٨ – ١٧�       Bث  � = �                                                                B  عععع = 
٤
 – ٨ 

�
 + ١٧   + �                           

  

      ،  أوجد العWقة بين ١=   عندما  �=                     ، :           =إذا كان 

    الحلــــــــــــــــــــ

��������  �   ء   =��������  )٦ – ٥  (  ء     

B  
�

 = ٥  – ٣ 
�

  �=   ث Bث        + ٣ – ٥ = ٤  Bث       +  

  B  
�

=   ٥  – ٣ 
�

 + �             

  


 معرفة على ) ( إذا كانت د �
�
�
     ، ١٠ ) = �(  ، د ١ ) = ١(  د    و تحقق العWقة�

 ھـ� – ھـ ى كككك) = ى (  د –) ھـ + ى ( د 
�

  ) ( أوجد د   ، ھـ  ، ى ثوابت كككك:   حيث 

    الحلــــــــــــــــــــ

A ھـ� – ھـ ى كككك) = ى (  د –) ھـ + ى (   د 
�

    B             =                    ھـ� –  ى كككك   

  

B    )              =                                            ى كككك) =  ھـ � –  ى كككك    

  

B  د
/

  دB  ى           كككك = ) ى ( 
/

 )  (   =كككك             

B  ��������  د ) (  ء   = �������� كككك     ء      Bد  
 

 )  ( =  ! �� كككك  
�

  ث       +  

 ،A ١٠ ) = �(  ، د ١ ) = ١(   د     

  

حتا
�

   

� 
 

   اح + ١ ) ( ١ –

  

١  

     
 
  

١  

 
�    
 
  

 ء 
    ء 

 
  

 ععععء 
    ء 

 
  

 ء 
    ء 

 
  

٦  – ٥   
�   

  

  )ى ( د   –) ھـ + ى ( د 
  ھـ

  ــــاـــنھــ 
  ٠ ←  ھـ

  )ى ( د   –) ھـ + ى ( د 
  ھـ

  ــــاـــنھــ 
  ٠ ←  ھـ
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٣٨

  

B ث          +  كككك � =  = ١٠ث   ،     +  كككك �� ! =  = ١  

د                B         �  –=    ،    ث  ٦ = كككك:  ً ، بحل المعادلتين معا ينتج 
 

)   ( =   ٣ 
�
 – �             

  

  ھو)   ، ( ميل المماس لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه :  إذا كان 
�
 – ٤      +٣          

    أوجد القيمة العظمى المحلية إن وجدت ٨ –قيمة صغرى محلية تساوى و كان لمنحنى الدالة  

    الحلــــــــــــــــــــ

 A  
/

  = 
�
 – ٤     + ٣  ) = – ٣ ) (  – ١         (   

 ، 
/

         ،    ١ =     ،  ٣ = :         عندما ٠ =  
//

  = �     – ٤        

 B 
//

 ) ٣ = ( � < ٠    B     نقطة القيمة الصغرى المحلية ھى  )٨ – ، ٣ (  

  ،
//

 ) ٠ > � –  ) =١    B       عند  = توجد قيمة عظمى محلية       ١    

  ،A٨ – ، ٣ ( ر بالنقطة   المنحنى يم   (  

 ، 
 

  = ��������  )
�
 – ٤     + ء  ) ٣   =! �� 

٣
 – � 

�
 + ٣    +  ث                            

 B         – ث                 +  ٩ – ١٨ – ٩=  ٨B          ٨ –=  ث     
 B         

 
=                                     !�� 

٣
 – � 

�
 + ٣  – عند    ٨  ، : = فإن   ١ :

 
=                             –     ) ��@�          

  

  ھو   )   ، ( ميل العمودى لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه : إذا كان 

  

  حنى المنحنى يمر بنقطة اYصل أوجد معادلة المن و كان 

    الحلــــــــــــــــــــ

 A ميل العمودى                                =B             ميل المماس  )          = (   

 B                    ��������   ) + ٤ (  ء   =��������  )٣ –   (  ء     

 B                    ! ��      
�

 + ٤  =  ٣  – ! �� 
�

   )٠ ، ٠ (   المنحنى يمر بالنقطة A     ، ث    +  

 B معادلة المنحنى ھى ٠ =  ث  ،                      :                ! ��      
�

 + ٤  =  ٣  – ! �� 
�

  

  

   )      �  حتا – ١( قطة عليه ھو عند أى ن منحنى يمر بنقطة اYصل و ميل المماس 

   أوجد معادلته 

    الحلــــــــــــــــــــ

  

A  
/

            �  حتا – ١ =  

B         
 

  ث  +      � حا      �� !         –    =ء  )     �  حتا – ١(  ��������                                     =

 ،A ٠ ، ٠ (   المنحنى يمر بالنقطة  ( B         ث               +  ٠حا       �� !         – ٠=  ٠B          ٠=  ث  

B         
 

  =  –         ! ��      حا �       

  

  المماسو كان  ) � –  ٦(  ھو لمنحنى عند أى نقطة عليهإذا كان معدل تغير ميل المماس 

أوجد معادلة  ٠ = ٥ +  – � ًالواقعة عليه موازيا للمستقيم   ) ١ ، ٣( عند النقطة 

  المنحنى

    الحلــــــــــــــــــــ

A            =٦  – �                              B         ٣          =  = مممم 
�
 – �  +  ث             

  

 ،A   ميل المستقيم الموازى للمماس =�         B                        ١ ، ٣( عند   مممم = ( �  

B  � = �� – ث      + ٦B          ١٩ – =  ث        B         =            ٣ 
�
 – �  – ١٩          

B         
 

  = 
٣
 –  

�
 –  ١٩    +ث�                              

 ،A   ١ ، ٣( المنحنى يمر بالنقطة                ( B  ٤٠  = �ث                             

B         
 

  = 
٣
 –  

�
 –  ١٩    +٤٠  

  

  نىًميل منحنى ما عند أى نقطة عليه يتناسب طرديا مع مربع ا حداثى السينى فإذا كلن ميل المنح

   معادلة المنحنىأوجد ��ھو   ) ١ – ، ١( عند النقطة 

    الحلــــــــــــــــــــ

A  مممم οοοο 
�
                   B  كككك = مممم 

�
              ،A  ١ – ، ١ (    عند  �� =  مممم(   

B  �� = كككك:                   و منھا ١×  كككك  = ��       B  مممم = ��  
�
              

B         
 

 = �������� ��  
�
 ٤=  ء   

٣
     ث            +  

 ،A   ١ – ، ١( المنحنى يمر بالنقطة               (                                                     B  ٥ –=   ث                              

B         
 

 = ٤ 
٣
 –  ٥  

  

٣ –   
  +  ٤  

  

٣ –   
  +  ٤  

  
٣ –   
  +  ٤  

  

 ء 
    ء 

 
  

 ء 
    ء 

 
  

 ء 
    ء 

 
  

 ممممء 
    ء 
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٣٩

  

 ٣ = مممم إذا كان ميل المماس لمنحنى عند أى نقطة عليه ھو 
�
                          ثابت ككككحيث      ك  ك  ك  ك– 

  نقطة إنقWب له  ) � ، ١( ً اوجد معادلة المنحنى علما بان النقطة 

    الحلــــــــــــــــــــ

 A ٣= =           مممم 
�
      ك  ك  ك  ك–  ٦          =                 B   ك  ك  ك  ك– 

  

 ، A ) ب      ) � ، ١Wنقطة إنق                    B           = عند  ٠       = ١         

 B   ٦  = كككك: و منھا         ٠  =   ك  ك  ك  ك– ١ × ٦                          B  ٣ = مممم 
�
 –        ٦                  

 B         
 

 = �� ������   )٣ 
�
 –        ٦    ( ء    =

٣
–        ٣     

�
    ث  + 

  ،A   ١( المنحنى يمر بالنقطة ، � (                                                                                                             B  ٤ =  ث                              

B         
 

 = 
٣

–        ٣     
�
  + ٤   

  

 أوجد معادلة المنحنى 
 

إذا كان  ) (   د  =
//

  و للمنحنى نقطة إنقWب  لللل +  كككك = 

   ) ٤ ، ١ –( و قيمة عظمى محلية عند  ) � ، ٠(  عند 

    الحلــــــــــــــــــــ

 A ) ب       ) � ، ٠Wنقطة إنق       B  
//

   ٠=       عند  ٠  = 

 B   ٠  =   ل  ل  ل  ل– ٠ × كككك                B  ٠  =   ل  ل  ل  ل                                    

 B  
//

                                 B   كككك  = 
/

 =  ��  كككك �� !=   ء   كككك  ������
�

  ث  + 

 ، A     ) – نقطة قيمة عظمى محلية     ) ٤ ، ١B  
/

  ١ – =       عند  ٠  = 

 B     ث + كككك ��!   =٠            B  كككك ��!   – =  ث      B  
/

 كككك �� !  = 
�
                                  كككك ��!   – 

 B         
 

 = ��  كككك �� !(   ������
�
 كككك �� !=   ء  )  كككك ��!   – 

�
                              �ث +  كككك ��!   – 

 ، A     ٤ ، ١ –( ،  )  � ، ٠(  المنحنى يمر بالنقطتين(   

 B            � = ث +  ٠ – ٠�                  B         ث� = �                                          

                                          � +  كككك ��!   + كككك �� ! = ٤  B          �ث +  كككك ��!   + كككك �� ! = ٤ ،  

B                               ٦  = كككك:  و منھا 
 

  = 
٣

–        ٣     
�
  + �   

                

  

  سم١٤٠٠وعاء سعته 
٣

ً  كان فارغا ثم صب فيه الماء تدريجيا بمعدل  سم ) ٥٠ + نننن �( ً
٣

  ث / 

   الزمن أوجد الزمن الWزم  متWء الوعاء ننننحيث 

    الحلــــــــــــــــــــ

  

 A =          � ٥٠ + نننن  

B         حححح
 

 = �� نننن=    ننننء  ) ٥٠ + نننن �(   ������
�

  ث   +  نننن    ٥٠ + 

حححح: ً عندما كان الوعاء فارغا   فإن   و
 

نننن    ،    ٠ = 
 

 = ٠     B  ٠ =  ث                            

B         حححح
 

نننن =  
�

  نننن    ٥٠ + 
حححح:   ، عندما يمتلئ الوعاء فإن 

 
  = ١٤٠٠  

B         نننن =  ١٤٠٠
�

نننن           B                  نننن    ٥٠ + 
�

   ٠ = ١٤٠٠ – نننن    ٥٠ + 

B         ) ٠ ) = ٧٠ + نننن) (  �� – نننن         B            ث  �� = نننن    

  

  :أثبت أن =                            إذا كان لدالة ما           

  

  

  مقدار ثابت                   +                    +                    = 

  

    الحلــــــــــــــــــــ

                    ��������    )!�� 
�
  + + ١ (  ء   =��������   )!�� 

�
  +  +ء  ) ١    

 !��  
٣ 

+  !��  
�

 +   = !��  
٣ 

+  !��  
�

 +   +  ث  

B )  –    + (  !�� ×   )
�
 –  

�
  + (  !�� ×   )

٣
 –  

٣
  ث   ) = 

  

B =                    +                    +                   مقدار ثابت  

  
  

B                 +                   =                    +    مقدار ثابت  

  

  

  

  

  

 ممممء 
    ء 

 
  

 ء 
    ء 

 
  

 ممممء 
    ء 

 
  

 ححححء 
ننننء 

 
  

 ء 
    ء 

 
  

!�� 
�
  +  +١               

!�� 
�
  + + ١               

 –   
   

  
١  �  


�
 –  

�
  

٣  


٣
 –  

٣
  

 –   
   

  
١  �  


�
 –  

�
  

٣  


٣
 –  

٣
  

 –   
   

  
١ × �  ١  


�
 –  

�
  

٣
 –  

٣
  

 ١ × � × ٣  


